Liromedel pa °
villovagar?

— en analys av den bristande _
vetenskapliga grunden for dagens
svenska laromedel i matematik

OLA HELENIUS
LINDA MARIE AHL




Laromedel pa villovigar?
Forfattare: Ola Helenius och Linda Marie Ahl
April 2024
Naringslivets skolforum, Stockholm

Foto omslag: Jason Sung, Unsplash



Innehallsféorteckning

Sammanfattning

Forslag

Inledning

Férfattarnas utgangspunkter

Relationen mellan forskning och laromedel fér nagra centrala matematiska omraden
Introduktion av multiplikation och division
Hur introduceras multiplikation och division i svenska matematiklaromedel?
Laroboksserie A
Laromedelsserie B
Laromedelsserie C
Sammantaget om liromedlen
Proportionella resonemang

Elever méaste kunna sarskilja additivt fran multiplikativt resonemang och kunna
kdnna igen nar det finns en proportionell relation

Elever méste kdnna till och kunna anvianda de algebraiska reglerna fér brak nar
de arbetar med del:del-férhallanden, del/helhelts-brék och proportioner, a:b = c:d

Elever behéver kunna identifiera egenskaperna hos geometriska objekt i tva och
tre dimensioner for att skala ratt

Elever behodver kdnna igen och anvanda olika konkreta representationer for
proportioner, till exempel tabeller, grafer, formler och ritade bilder

Hur aterspeglas forskningen om proportionella resonemang i vara svenska
matematikliromedel?

Algebra

Hur aterspeglas forskningen om algebra i svenska matematikliarobécker?
Avslutande reflektioner

Referenslista

10
10
12
12
13
14
15
15

16

18

18

19
20
24

28

30

Naringslivets skolforum ir ett initiativ fran Svenskt Niringsliv fér att stirka Sveriges kompetensférsérjning

och férbattra kunskapsresultaten i svensk skola. Syftet ar att erbjuda en arena for 6kad probleminsikt,
forutsattningslos dialog, internationell utblick och erfarenhetsutbyte.






Sammanfattning

Dagens skollag ar tydlig: Utbildningen ska vila
pa vetenskaplig grund och beprévad erfarenhet
(SFS 2010:800, 1 kap. 5 §). Det giller bade
tillinnehall och form. | Sverige planeras och
genomférs matematikutbildningen i valdigt hog
utstrackning med ett liromedel som bas, dar
bokens innehall ofta 4r det som undervisas pa
lektionerna. | den hir rapporten analyserar vi
darfér vad négra vanligt férekommande laro-
medel fér grundskolan aterspeglar, samt vad
forskningen sdger om innehallet, sekvenseringen
och dmnesspréket i matematikundervisningen.

Vi presenterar fraimst exempel som beror
introduktionen av multiplikation och division'
samt proportionella resonemang? och algebra®.
Laromedlen fungerar har som fallbeskrivningar
av hur svenska laromedel generellt omhandertar
kunskap fran forskning.

Var slutsats &r nedsldende. | inget av de fall vi har
granskat finner vi att innehéllet systematiskt vilar
pa vetenskaplig grund. Larobéckerna domineras
av modeller som riskerar leda till begransad
forstéelse av multiplikation och division, trots
att det ar valdokumenterat i forskning att det kan
leda till problem i de senare aren av utbildningen.

1 Multiplikation och division ir tva av de grundlaggande riknesétten
(operationerna) inom aritmetiken, tillsammans med addition och
subtraktion.

2 Proportionella resonemang anvands for att s6ka en okand kvantitet i en
situation dar de 6vriga kvantiteterna ar givna i en linjart multiplikativ
relation (som en proportion a/b=c/d) och kan till exempel anvdndas for
att reda ut hur langt en bil kér om man kinner till hastighet och restid.

3 Algebra ar en gren inom matematiken som kan definieras som en
generalisering och utokning av aritmetiken (den gren inom matematiken
som handlar om rent raknande). Ett vanligt exempel dr anvandningen av
ekvationer (varfor algebra ibland brukar kallas fér bokstavsréakning, vilket
dock ar ndgot missvisande).
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| de fall battre modeller anvands gors detta
inte systematiskt eller koherent. Proportionella
resonemang behandlas fragmentariskt och
utan en tydlig idé om progression®, trots att
proportionalitet &r ett matematiskt fenomen
som &r narvarande i alla centrala innehalls-
omraden i matematikundervisningen. Brak-
begreppet® beskrivs ensidigt som en del av
en helhet eller del av antal. Men att anvanda
brak daven som operator® eller skalningsfaktor
- n&got som &r helt centralt for till exempel
proportionella resonemang — behandlas

inte alls.

Vi ser ocksa en varierande grad av avsaknad av
adekvat &mnessprék, fran inget alls till felaktiga
definitioner. Vad giller omréadet algebra tycker
vi 0ss se en viss intention att anpassa sig till
det sitt att se pa algebra som i forskning kallas
tidig algebra. Men nar vi tittar narmare ar denna
intention langt ifrdn genomférd pé ett satt som
dverensstammer med den syn pa algebra och
tidig algebra som dominerar forskningen. Det
strukturerade sattet att behandla tidig algebra
klingar ocksa av i senare arskurser, en tendens
som startar redan i arskurs 2.

4 Med progression menas succesiv fordjupning eller breddning av kunskaper
i ett amne.

5 Inom matematiken dr ett brak (fraktion) ett uttryck som beskriver férhallandet
mellan tva tal (som i exemplet é dar det dvre talet (har talet X) kallas for
brakets tiljare och det nedre talet (Y) kallas fér nimnare.

6 En operator arinom matematiken en symbol eller funktion som represen-
terar en matematisk operation. Nagra exempel pa bindra aritmetiska
operatorer &r +, -, -,/ som star fér att tva element skall adderas,
subtraheras, multipliceras respektive divideras.
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Vi ser en ganska stor variation mellan laro-
medlen for de tidiga arskurserna dar de mer
nyskrivna bdockerna gladjande nog behandlar
introduktionen av multiplikation och den tidiga
algebran pé ett mer systematiskt satt 4n dldre
laromedel, men det kravs dnda stora férand-
ringar i innehall och sekvensering innan laro-
medlen kan anses vila pa vetenskaplig grund.
En anledning till bristerna kan vara att under-
visningskultur och tradition styr innehallet. Vi
menar vidare att det dr en orimlig uppgift for
laromedelsforfattare och forlaggare att ha den
overblick over forskning som skulle kravas for
att skriva ett laromedel péa vetenskaplig grund.
Ansvaret for den 6verblicken behover i stillet
laggas hogre upp i den styrkedja som reglerar
skolans matematikundervisning till exempeli

laroplaner, kursplaner och kommentarmaterial.

Forslag

Med syfte att underlatta for skolans planering
och genomférande av matematikundervisning
vilande pa vetenskaplig grund féreslar vi:

» Att det arbete som nu ska genomforas for
att se 6ver grundskolans kursplaner och
kommentarmaterial i matematik grundas
i matematikdidaktisk forskning.

+ Att nya kursplaner i matematik féregas av
ett kommentarmaterial som konkretiserar
savil innehéll som progression i kursplanen
samt redovisar de vetenskapliga didaktiska
overvaganden som ligger till grund for dessa
stallningstaganden.

» Att kommentarmaterialet skrivs for att
fungera som ett stéd for bade laromedels-
forfattare och larare. Det ska tydligt framga
vilket matematiskt innehall som ska inga i
undervisningen och i vilken progressionstakt
innehallet ska presenteras.



Inledning

Vi har problem med matematikundervisningen i
Sverige. Efter nio &r med matematikundervisning
s gott som varje dag ar det 4nda 11,4 procent
av eleverna som inte nar ett godkant betyg

pa det nationella provet for arskurs 9 laséaret
2022/2023. Samtidigt ar det bara 9,2 procent,
som nar det hdgsta betyget. Det ar alltséd mer
normalt att inte na godkant pa det nationella
provet dn att uppna riktigt goda resultat.
Resultaten klustrar kring det precis godkanda
betyget E, som 32,7 procent nar. Manga larare
vittnar ocksa om att de lagt stillda kraven for
betyget E i arskurs 9 inte motsvarar tillrackliga
forkunskaper for att klara matematikkurser pa
gymnasiet. Enligt PRIM-gruppens (Stockholms
universitet) analys av resultat fran nationella
proven i matematik varterminen 2023 (rapport
2023:4) var det nastan 40 procent av eleverna
som inte klarade godkint-nivan pé det nationella
provet pa gymnasieskolans kurs 1a och 1b.

Detta trots att alla som laser ett ordinarie
program pa gymnasiet har blivit godkinda i
matematik i arskurs 9 och darfér borde férvantas
ha grundlaggande fardigheter i till exempel
taluppfattning, algebra, geometri, sannolikhet
och statistik, samband och férandringar samt
problemldsning.

For att fortydliga hur férkunskaperna kan brista,
lat oss ge ett exempel: P& det nationella provet i
gymnasieskolan kurs 1a ingick under varterminen
2023 den hér uppgiften:

30. Ien saltvattenlosning med vikten 300 g ar 12 %
av vikten salt. Hur manga gram vatten ska tillséttas
for att 16sningen istéllet ska innehélla 8 % salt?

(0/0/2)

Figur 1. En uppgift fran det nationella provet
i gymnasiets kurs 1a, VT 2023 (frislappt).

Liaromedel pa villoviagar?

Av alla de tusentals elever (6ver 26 800 elever)
som skrev provet var det endast 7 procent som
kunde lésa denna uppgift. Kanske tycker dven
du som laser denna rapport att uppgiften verkar
svar. Men tiank da pa att de som gor provet i
gymnasieskolans férsta arskurs har 10 ar av
skolmatematik bakom sig, med matematik-
lektioner nastan alla skoldagar. Uppgiften i fraga
ar ocksé en typisk skoluppgift. For att l6sa den
har uppgiften behdver eleven:

» férst kunna ridkna ut hur manga gram
12 hundradelar av 300 g ar (det vill sédga
berdkna12-3 = 36 g).

+ Kunna forsta att dessa 36 g i den nya
l6sningen ska motsvara 8 % (36 g ~ 8 %).

» Darefter kunna skapa en enkel operator som
skalar en kvantitet till en annan, det vill sdga
att om 8 procent salt i den nya losningen &ar
36 g sa ska totalvikten (100 %) fér den nya
lésningen vara 36 g/0,08 =3 600/8 =450 g
(alternativt kan eleven stilla upp och lésa
en enkel ekvation: 0,08 x = 36).

» Déarefter behdver eleven riakna ut skillnaden
mellan den nya lésningen (450 g) och den
gamla (berdkna 450 g — 300 g) for att férsta
att svaret ar att 150 gram vatten behover
tillsattas.

Uppgiften innehaller alltsd egentligen inga
komplicerade berdkningar. Ingenting behdver
harledas och komplicerade algebraiska for-
enklingar lyser med sin franvaro. Hur kan det
d& komma sig att bara 7 procent av eleverna

i Kurs 1a kan losa den har uppgiften? De har
gatt 9 ar i grundskola och blivit godkinda i
amnet matematik. De har dessutom gatt en
hel matematikkurs p& gymnasiet.
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93 procent av eleverna misslyckas alltsd med
detta enkla resonemang som vi — utifran kurs-
planen i matematik och internationell forskning
— beddmer vara av ren instrumentell karaktar
nagonstans mellan arskurs 6 och 8 (beroende
pa elevens individuella utvecklingskurva). Nar
vi l6ste problemet analyserade vi en vardaglig
situation, anvinde tal i brak- och procentform
och sambandet mellan proportionalitet och
procent. Det stammer valdigt val dverens med
vad nu gillande kursplan (Lgr22) i matematik
anger som centralt innehall redan for arskurs
4-6":

« Tali brdk- och decimalform och deras
anvandning i vardagliga situationer.

e Taliprocentform och deras samband med
tal i brak- och decimalform.

* Proportionalitet samt hur proportionella
samband uttrycks i brék-, decimal- och
procentform.

+ Strategier for att l0sa matematiska problem
i elevnara situationer.

Hur kan sa fa gymnasieelever l6sa problem
som enligt kursplanen ska ldras ut redan

under mellanstadiet? Ett skl kan vara att de
formuleringar vi citerade ovan &r s& oprecisa att
det 4r svart att férsta vad som ska undervisas.
Sasom kursplanerna ar formulerade nu riskerar
bade larare och laromedelsférfattare gora
vildigt olika val av matematiskt innehall och
fortfarande kunna siga att punkterna ovan ar
behandlade. Enligt PRIM-gruppens statistik leder
detta till att elever visserligen lar sig saker som
ryms inom formuleringarna men uppenbarligen
inte det som ar viktigt om grundlaggande
multiplikativa strukturer.

7 1 princip samma krav fanns redan i Lgr11, som var den kursplan som gillde
nar de elever som gjorde nationella provet i kurs 1a 2022 gick i
grundskolan.

Vi kommer i den har rapporten argumentera for
att en vagt formulerad kursplan tillsammans
med svag forskningsférankring gér det svart

for saval larare som laromedelsférfattare att
identifiera vad som ar konceptuellt viktigt for
att matematiken ska bli tillganglig for eleverna.

Vi kommer ocksa redovisa att skollagens krav
pé vetenskaplig grund inte uppfylls i liromedel
for matematikundervisning.

Forfattarnas utgangspunkter

Innan vi gar vidare vill vi deklarera n&gra utgangs-
punkter for hur vi ser pa laromedel och laro-
medlens roll i undervisningen. | Sverige (precis
som i manga andra ldnder) styr liromedel i stor
utstrackning planeringen och genomfdrandet
av matematikundervisningen i hela grundskolan.
Enligt TIMSS 2011 rapporterade hela 89 procent
av lararnai arskurs 4 och 97 procent av lararna i
arskurs 8 att de anvinde matematikboken som
bas for sin undervisning (Mullis m.fl., 2012). Det
ar mojligt att det ser lite annorlunda ut idag men
det finns ingenting som tyder pa att nagra stora
forandringar i forhallningssattet till laromedel
har skett efter 2011. Vi har inga skarpa data for
hur det férhaller sig pad gymnasiet men det &r
rimligt att anta att lLAromedlens stallning ar
stark dven i gymnasiematematiken.

Medan somliga menar att vi borde utbilda larare
som inte 4r beroende av laromedel i s& stor
utstrackning sa ser vi i laromedlen en potential
for likvardig undervisning dar alla elever ges
mojlighet att utvecklas. Givet lararnas anvand-
ning av liromedel sa finns en utmarkt plattform
for att implementera savil forskningsresultat
som beprovad erfarenhet om vad man behoéver
undervisa om samt moénstra ut uppfattningar
om matematik som inte star sig 6ver tid. Malet
ar i stallet att ge alla elever mojlighet till en god
progression i begreppskunskap och sakerhet i
féormagan att hantera de matematiska situatio-
ner de stills infor, bade i utbildningssystemet



och i sina kommande arbetsliv. Vi 4r alltsa
positiva till liromedel men samtidigt kritiska
till dagens innehall, struktur och (avsaknad av)
progression. Vi ser en stor potential till férand-
ring av matematikundervisningen via laromedel
eftersom:

« En andring av innehall och sekvensering i laro-
medel som inte kraver att liraren andrar sin
undervisningspraktik har god potential att fa
ett stort genomslag i undervisningen och i
elevernas larande (Prytz m.fl., 2022a; Prytz,
2023b; Prytz m.fl., 2022b).

+ Laromedelsforfattare, forlag och férlaggare i
allmanhet, enligt var personliga erfarenhet, ar
mycket receptiva for forslag och forandringar
och har ett genuint intresse for att stédja
matematikundervisningen.

+ Laromedelsforfattare, forlag och férlaggare
ar mycket mana om att félja kursplanen och
associerade dokument.

Liaromedel pa villoviagar?

Lararnas fortroende for liromedel tillsammans
med laromedelsférfattarnas flexibilitet ger oss
alltsa en unik méjlighet att utveckla matematik-
undervisningen. Men vi tror att det beh&vs mycket
tydligare beskrivningar av hur centrala begrepp
i matematik ska undervisas for att kunna leverera
de laromedel som stddjer en undervisning i
samklang med matematikdidaktisk forskning.

Dessa utgangspunkter ska héallas i minnet nar

vi beskriver resultat fran forskning om larande
och undervisning inom nagra skolmatematiska
omréaden som &r sirskilt viktiga fér progression

i matematikkunskap. Vi kommer inte namnge
nagra laromedelsserier som vi eller de vi refererar
har studerat, eftersom var kritik inte handlar
om att peka ut enskilda laromedel. Vart syfte ar
att belysa generella brister i liromedel som vi
menar ar en konsekvens av en otydlig kursplan i
kombination med ett svagt kommentarmaterial.
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Relationen mellan forskning och
liromedel for nagra centrala
matematiska omraden

Vi har valt att underséka tre omrédden som bade
har starka samband med varandra men ocksa
ar forskningsmassigt olika. Det férsta omréadet
ar introduktionen av multiplikation och division
dar det saknas riktigt starka belagg for exakt
hur undervisningen borde laggas upp, men dar
det finns gott om beskrivningar av vilka negativa
konsekvenser vissa undervisningsuppligg kan fa.

Det andra omradet &r proportionella resonemang,
som pa vissa sitt kan ses som en naturlig fort-
sattning av omradet multiplikation och division.
| fallet proportionella resonemang praglas forsk-
ningen av att det finns tydliga rekommendationer
for olika komponenter som bér finnas med i
undervisningen.

Det sista omradet ar algebra. Har praglas forsk-
ningen av insikten att algebra traditionellt upp-
fattats som svart varfér olika typer av algebra
boér introduceras tidigare dn vad som historiskt
varit fallet, men med beskrivningar av vad
sadan tidig algebra kan innebéra.

Vivill har sarskilt betona att huvuddelen av
den forskning vi kommer att referera till ar flera
decennier gammal. Det &r alltsa inte fragan
om nagra nya och banbrytande, men kanske
oprovade resultat, utan om forskningsresultat
som varit vialkdnda lange.

Introduktion av multiplikation

och division

Det allra vanligaste sattet att introducera
multiplikation ar som upprepad addition av hela
positiva tal. Samtidigt ar det valdokumenterat

i forskning att detta sitt ofta leder till den miss-
uppfattning som kallad heltalsbias. Heltalsbias
ar en tendens att dveranvanda det kognitiva
schema som eleverna anvander for att rakna
hela saker genom att anvdnda de positiva heltalen
(Ni & Zhou, 2005). Tankemodellen — som kan
vara svart att "undervisa bort" senare - riskerar
att fa flera negativa konsekvenser fér elevernas
senare inlarning, eftersom det finns tva miss-
uppfattningar om multiplikationens egenskaper
som ar direkt kopplade till heltalsbias:

1. Att forstd multiplikation som en additiv relation
i stallet for an en multiplikativ relation.

2. En Overtygelse om att en produkt alltid
kommer att vara stérre an var och en av
produktens faktorer.

Att introducera multiplikation som upprepad
addition och att bara multiplicera hela positiva
tal under elevernas férsta ar i skolan kan alltsé
resultera i djupa missuppfattningar. Kunskap som
bildas och fungerar under vissa omstandigheter
tenderar att bilda en konsoliderad 6vertygelse
om begreppets natur (Bachelard, 1938). Darfor



kan introduktion av multiplikation som upprepad
addition bli s djupt rotade i studentens sinne
att det blir svart for eleverna att omvérdera sina
bilder av vad multiplikation &ar (Fischbein m.fL,,
1985).

Missuppfattningen att férstd multiplikation som
en additiv relation i stallet f6r en multiplikativ
relation kan fa vissa konsekvenser. Sa linge
multiplikationerna begransas till hela tal
kommer missuppfattningen inte att begransa
elevers resonemang (vilket troligen bidrar till
att upprepad-additions-modellen 4r sa populér
i undervisningen). Men sa snart elever introdu-
ceras for multiplikation med tal i brakform eller
tal med decimaler riskerar deras multiplikativa
begreppsfilt inte lAngre att vara tillrackligt for
att l6sa uppgifter. Produkter som 3 ganger 6
kan berdknas som tre additioner av talet sex
(3:6=6+6+6=18). Produkter som V2 ganger 6
kan daremot inte berdknas som upprepade
additioner av 6. Man kan visserligen addera ihop
sex halvor (V2 + Va + Yo+ Va + V2 + V2 = 6 - V2) men
det omvinda, att addera ihop en halv sexa later
sig inte goras. Den kommutativa lagen®, som
skulle kunna vara anvandbar i detta sammanhang
ar svar att forklara enbart i termer av upprepade
additioner.

Det andra problemet med heltalsbias ar att det
bidrar till att befasta den felaktiga uppfattningen
att multiplikationer i regel gér nagot stérre. Detta
underminerar elevernas mojligheter att tolka
situationer med operationer som 0,22-1,20 dar
svaret ar mindre an 1,20 (Bell m.fl., 1981). Det
kan till exempel leda till att elever (som har en
konceptualisering av multiplikation byggd pa
ett additivt resonemang med hela tal) som rent
tekniskt kan utféra berdkningen av ett tal mindre
an 1 multiplicerat med ett annat tal i slutdndan

8 Ordet kommutativ kommer av ett latinskt ord som betyder byta ut och den
kommutativa lagen ar den raknelag som beskriver att termer i addition
eller faktorer i multiplikation kan byta plats utan att summan eller
produkten paverkas (somi5+7=7+5eller4-8=8-4).
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kan vara ovilliga att stilla upp ett sddant uttryck
(Greer, 1987).

Motsvarande problem som vi har beskrivit for
multiplikation finns ockséa foér division. Division
introduceras ofta via likadelning, det vill sdga

att lata divisionen 12/3 vara ett uttryck foér hur
manga saker varje person far om 3 personer

ska dela pa 12 saker. Aven har férekommer en
heltalsbias, ndmligen att svaret vid en division
forefaller att bli mindre an det som divideras.

P& samma sitt som for multiplikation kan

ett ensidigt dividerande av téljare storre dn
namnarna leda till att elever blir tveksamma att
anvanda division om de tror/anar att svaret ska bli
storre an taljaren (Greer, 1987). | exemplet som
inleder var rapport kan till exempel eleverna
kdnna tveksamhet for att stélla upp berdkningen
36/0,08, for att de anar att de svar de sdker ska
vara stérre an 36.

Ett alternativt satt att introducera division ar
som lika grupper, det vill siga att 12/3 far betyda:
Om det ska vara tre saker i varje ldda och vi har
12 saker, hur manga lador behévs? Detta kallas
innehallsdivision. Innehéallsdivisionen har flera
fortjanster, som att det direkt blir mojligt att

ge mening at divisioner som 12/ (2) (som till
exempel: om du har 12 dlvatska och haller upp
Va2 dl per glas, hur manga glas racker vatskan da
till?). Aven om innehallsdivisionen introduceras
for eleverna, kommer dock heltalsbias att
uppkomma om man inte tidigt vanjer sig vid
att dividera med tal mindre dn 1 (Greer, 1994;
Semadeni, 1984).

Ett ytterligare odverkomligt problem med att lata
meningen hos multiplikation bottna i addition,
ar att vi bara kan addera saker av samma slag.

1
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Vi kan till exempel inte addera 2h + 500 kr/h.
Multiplikation (och division) karakteriseras i
praktiken ofta av att de ingdende faktorerna har
olika enheter, som i berdkningen 2h-500 kr/h
=1000 kr. Men med upprepad addition som
modell maste denna berikning betraktas utan
tidsenhet som 2-500 kr =1 000 kr. En vanlig
invandning ar da att berdkningen inte far skrivas
som 5002 eftersom “man val inte vill jobba
500 timmar for 2 kronor per timme". Modellen
upprepad additions leder alltsé till att vi inte kan
hantera olika enheter i samma operation vilket i
sin tur leder till att den grundlaggande egenskapen
kommutativitet inte langre géller, vilket skapar en
missuppfattning hos eleverna. (Schwartz m.fl,,
1988). Den kommutativa lagen sager namligen
att det inte spelar nagon roll i vilken ordning

vi multiplicerar faktorerna. | sjalva verket ar ju

2 h-500 kr/h =500 kr/h -2 h inga problem nar
man tar med enheterna i berdkningen.

De problem vi har beskrivit ovan har allt med
synen pa multiplikation som upprepad addition
att gora och att multiplikativa operationer bara
introduceras med heltal. Men ett likartat problem
ar hur brak introduceras. Forskning ar éverens
om att den utbredda anvindningen av sa kallade
del-helhetsmodeller for att introducera brak

har stora negativa effekter for hur elever ska
kunna férsta brak multiplikativt (Behr m.fl., 1983;
Charalambous & Pitta-Pantazi, 2007; Olanoff m.fl.,
2014) vilket i férlangningen skapar svarigheter att
bade férsté och kunna genomféra multiplikation
och division av brak (Harel m.fl., 1994) — problem
som sedan ofta kvarstér dven i vuxen alder

(Son & Lee, 2016; Tirosh, 2000).

Vi vet alltsé att det som verkar fungerar bra

i undervisningen om multiplikation i de tidiga
aren lagger grund fér missuppfattningar som ar
svéra att fa bukt med nar multiplikation langre
fram i skolgangen ska utokas till rationella och
reella tal. Det &r ett starkt argument for att hitta
alternativa satt att introducera multiplikation

och darigenom undvika heltalsbias. Alternativa
modeller for att introducera multiplikation i
tidiga ar ar da till exempel lika grupper (Park &
Nunes, 2001) rutndtsmodellen, areamodellen,
koordinerade matt p4 tallinjen och verbala
uttryck (Izsak m.fl., 2021; Safstréom m.fl., 2019).

Hur introduceras multiplikation
och division i svenska
matematikliromedel?

For att undersdka hur multiplikation och division
presenteras i svensk skola har vi studerat tre
vanligt férekommande laroboksserier fér lag-
stadiet. For tva av dessa har vi dven studerat
deras respektive serie for mellanstadiet.

Laroboksserie A

| Ldroboksserie A introduceras multiplikation som
just upprepad addition. Daremot forekommer
en sarskild slags uppgiftstyp dar man beskriver
multiplikation med hjalp av rektangelmodeller
och de associerade kommutativa versionerna av
multiplikation (till exempel 3-4 =12 respektive
4-3 =12). Det beskrivs dock aldrig hur rektangel-
modellen hdanger ihop med upprepad addition
och rektangelmodellen anvands inte heller for
att till exempel visa distributiva lagen® (vilket
den ar lamplig for). | serien férekommer dock
rektangelmodellerna varje gang multiplikation
behandlas i alla béckerna for lagstadiet for att
visa multiplikationens kommutativitet.
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Figur 2. En generisk illustration av anviandningen

4
4

av rektanglar for att illustrera multiplikationens
kommutativitet i laroboksserie A.

9 Distributiva lagen beskriver hur vi lser uttryck som a - (b + c). Den distributiva
lagen kallas ibland f6r att multiplicera in i parentes.



Division introduceras i arskurs 2 som likadelning
och likagruppering, det vill siga bade som
delningsdivision och innehéllsdivision. Division
kopplas nastan omedelbart till multiplikation
genom aritmetiska uttryck som 5-2 =10 respek-
tive 10/2 = 5 (intressant nog utan att ndmna att
det alltid finns tva divisioner associerade till en
viss multiplikation, det vill siga dven 10/5 = 2
for exemplet ovan).

Sa har langt finns det alltsa ingen beskrivning
av varfér division och multiplikation hér ihop
utan bara en beskrivning av att s& ar fallet.

Pa varen i arskurs 2 anvands rektangelbilder
som delas upp i rader eller kolumner for att
hantera division, med en férsta paminnelse om
att multiplikation och division hér ihop. Det ges
dock inte heller hiar ndgon formell beskrivning
av hur dessa rektangelbilder hanger ihop med
multiplikation och intressant nog anvands inte
samma typ av framstéllning som rektangel-
bilderna i uppgifterna som ska illustrera multi-
plikationens kommutativitet. Faktorisering
beskrivs med hjalp av triangelbilder men
anviands aldrig till nagot.

Brak introduceras som del av helhet med
schematiska del-helhetsbilder, samt som del
av antal. For del av antal beskrivs det som att
ta ¥ av ett visst antal, dock utan att kopplingen
till multiplikation ndmns. Det ges overlag ingen
indikation om brakuttryckens multiplikativa
betydelse (som att % uttrycker ett férhéllande
mellan kvantiteterna 4 och 3). Brakuttryck
kopplas inte heller till multiplikation eller
division.

Mellanstadieserien &r inte alls lika rik pa multi-
plikativ struktur. P& ndgot stalle férekommer
rektangelbilder for att illustrera sambandet
mellan multiplikation och division. Prioriterings-
regler nimns utan nagon koppling till distributiva

Liaromedel pa villoviagar?

lagen. Distributiva lagen anvands inte heller for
att motivera raknemetoder for multiplikation
och division. Division med rest beskrivs med
hjalp av rektangelmodeller medan division med
tal mindre dn 1inte féorekommer alls i A-serien,
vare sig pa lag- eller mellanstadiet.

Laromedelsserie B

| vart andra exempel — hir kallat Ldromedels-
serie B — introduceras multiplikation som upp-
repad addition utan att nAmna att multiplikation
ocksa handlar om att hantera lika grupper.
Division introduceras med hjilp av likadelning
(det vill sédga delningsdivision) och foljs upp med
likagruppering (det vill saga innehallsdivision som
i praktiken beskrivs som upprepad subtraktion).
Till exempel om 12 ska delas med 3, sa drar man
bort 3 tills inget aterstar och riaknar hur manga
ganger det kunde goras. | praktiken introduceras
multiplikation och division flera ganger i olika
arskurser eftersom man gar igenom multiplika-
tion tabellvis. Det beskrivs att multiplikation och
division hoér ihop, genom att referera till att man
kan kontrollera division med multiplikation, det
vill sdga12/4 = 3 och 3-4 =12. Eftersom man
inte systematiskt beskriver multiplikation som
en operation pa lika grupper sa férekommer dock
aldrig nagon férklaring till varfér multiplikation
och division uppfyller detta samband. Distributiva
lagen beskrivs inte. Prioritering (det vill sidga att

i uttrycket 3-4 + 5 ska man férst multiplicera
och sedan addera) introduceras i arskurs 2.
Forst i arskurs 5 beskrivs att multiplikation &r
kommutativ, dock utan narmare férklaring. Aven
faktorisering presenteras férst i arskurs 5, dven
det utan forklaring. Intressant nog presenteras
sedan idén om att division kan ga jamt ut eller ej
med rektangelfigurer dar det blir ett antal l&sa
bitar 6ver (det vill sdga en rest) nar divisionen
inte gar jamt ut. Detta kopplas dock inte till
faktorisering.
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Fran arskurs 4 finns i bokserie B ett tydligt fokus
pa multiplikation via talsorter (det vill siga

med hjalp av positionssystemet) men det finns
egentligen ingen forklaring till varfor multiplika-
tionen fungerar pa detta satt (eftersom man inte
har introducerat distributiva lagen). Aven division
hanteras ofta via talsortsriakning men inte heller
for detta finns nagon egentlig férklaring.

Brak presenteras som lika delar av en geometrisk
figur, oftast cirklar och lite senare som del av
antal. Precis som i serie A finns ingen beskrivning
av att brak ar ett i grunden multiplikativt begrepp.
Forst i arskurs 5 presenteras bréak pa tallinjen,
men utan foérklaring av hur det fungerar. Multi-
plikation med brak behandlas endast pa formen
heltal - brak och da som upprepad addition (som
i 4-Y2 =Y+ Y2+ Y2+ V2). Detta motiveras med hjalp
av brékcirklar som upprepad addition av delar av
en figur och kopplas med representationen till
upprepad addition av brakuttryck.

> @@000

Det finns 5 saker.
2 saker ar markerade

Det hela ar 5 lika delar.
2 delar ar markerade

Figur 3. En generisk illustration av brék som
del av helhet och del av antal som det
anvands i liromedelsserie B och aven i de
andra granskade laromedlen.

Aven multiplikation av decimaluttryck gérs
endast pa formen heltal - decimaluttryck via
upprepad addition. Division av brak med ett
heltal, till exempel (1/2) /4 beskrivs som att
man ska multiplicera ndmnaren med 4, men
det forklaras inte varfér. Allman brakdivision
(eller multiplikation) behandlas inte alls fére
hogstadiet. Division av ett heltal med ett decimal-
uttryck, (t ex 5/0,1) forklaras som en flytt av
decimaltecknet utan begreppslig beskrivning.

Liromedelsserie C

Laromedelsserie C bdrjar med att introducera
brak pa hosten i arskurs 2, fére multiplikation
och division. Det gors forst med hjalp av del-
helhetsbilder och sedan som del av antal. Nar del
av antal behandlas kopplas dven hélften av till
symbolen V2, dock utan koppling till operationen
multiplikation. Aven addition av brdk presenteras
med del-helhetsbilder och har férekommer ocksa
brak stérre dn 1. Intressant nog aterkommer
sedan inte brak forran pa varen i arskurs 3, nu
kompletterat med tallinjemodellen, dock utan
att brék éver 1finns med. | de praktiska upp-
gifterna dominerar fortfarande del av helhet.

W] =4
[SSRINR 5

v

0

w|»—--
(SSEENRE 3
—_
w4+
w|w 4

Figur 4. Tallinje A &r en generisk illustration av
den typ som anvinds i laromedelsserie C som
inte fortsatter forbil 1 och inte kan beskriva
brak dver 1. Tallinje B 4r en tallinje dar dven
brék éver 1 kan illustreras.

Multiplikation introduceras i laromedelsserie C
som upprepad addition direkt kompletterat med
rektangelformer, som dven anvands for att visa
kommutativitet. Efter denna introduktion anvands
upprepad addition inte explicit. Division beskrivs
forst som likadelning med stdd av rektangelbilder
som aven anvands for att visa hur multiplikation
och division hor ihop. Innehéllsdivision introdu-
ceras med hjalp av rektangelbilder och fragan
hur manga ganger ryms téljaren i ndmnaren.
Divisionsuttryck kopplas till ppna multiplikation-
utsagor, som 15/3 =_och 3-_=15. En nagot udda
foreteelse genom hela behandlingen av multi-
plikation och division i Laromedelsserie C ar att
nar en viss multiplikation (exempelvis 5-3 =15)
kopplas till en division s 4r det bara till den

ena divisionen, till exempel 15/5 = 3. Det beror



péa att det gérs en outtalad skillnad pé de tva
multiplikationerna 3-5 och 5-3 som kan vara
en slags kvarleva fran tidigare beskrivning av
multiplikation som upprepad addition som man
hade kunnat boérja arbeta bort genom att dven
ha med divisionen 15/3 = 5).

Nar multiplikation aterkommer i arskurs 3
kompletteras rektangelbilder med lika grupper
(tdrningsmoénster) samt hopp pa tallinjen.
Genom hela serien behandlas en viss tabell
samtidigt i multiplikation- och divisionsmening.
Kopplingen mellan multiplikation och division
halls har alltsa ihop. Olika divisioner beskrivs
dock pé olika sitt. Division med 3 beskrivs t ex
som en additiv uppdelning i 3 grupper medan
division med 10 beskrivs som hur manga ganger
ryms 10 i tédljaren?

Sammantaget om liromedlen
Sammanfattningsvis kan man séga att kvaliteten
i relation till den forskning som vi redovisat
varierar mycket. Bokserie C anvander klart fler av
den typ av alternativa modeller for multiplika-
tion som har stdd i forskning (som tallinjen och
rektangelmodeller). Den anvander dven upp-
repad addition klart mindre, med det finns
fortfarande underliggande rester av ett additivt
tankande som visar sig i hur de tva olika idéerna
om division i praktiken knyts till olika multi-
plikationer. Aven brék beskrivs pa ett ndgot
rikare satt an i bokserie A och B men kopplas
inte alls till multiplikativa idéer. Vi har dock inte
undersdkt motsvarigheten for bokserie C for
mellanstadiet.

Bokserie B forlitar sig starkt pa upprepad
addition och har over lag en tydlig inriktning
pé talsortsrikning. De tankemodeller som
introduceras och anvands for multiplikation,
brék och division ger ett svagt stéd for en
sammanhangande begreppslig utveckling

av multiplikativt tinkande.

Liaromedel pa villoviagar?

Bokserie A ligger i nagon mening mellan C och B.
Det finns fler alternativa modeller som gor att
man kan férstd multiplikationens kommuta-
tivitet och sambandet mellan multiplikation och
division, men de anvidnds mindre systematiskt
an i C. Mellanstadiebdckerna i serie A ar inte alls
lika rika p& multiplikativ struktur som lagstadie-
bdckerna. En intressant anmarkning om bok-
serien A &r att bdckerna fér lagstadiet &r relativt
nyskrivna medan bdckerna fér mellanstadier har
funnits med lange. Det marks att forfattarna till
A for arskurs 1-3 har tagit till sig av en modern
diskussion om multiplikation i betydligt hogre
grad an forfattarna till mellanstadiebdckerna.

Aven bokserie C &r relativt nyskriven. Detta visar
att det alltsd gar att producera och silja bécker
som i hdgre grad hanterar de problem med det
multiplikativa begreppsfaltet som har pekats ut
i forskning och att det troligen inte finns nagra
hinder for att ta ytterligare steg i den riktningen.

Proportionella resonemang
Forskning visar att just férmagan att hantera
multiplikativa strukturer och proportionella
resonemang med flyt dr helt avgérande for om
elever lar sig den matematik som vi arbetar
med i grundskolan (Vergnaud, 1982, 1983, 1988).
Med proportionalitet menar vi en situation dar
tva kvantiteter forhaller sig linjart till varandra,
vilket gor att du kan finna det svar som so6ks i
uppgiften genom att multiplicera eller dividera.
Problem som kan l6sas med hjalp av propor-
tionella resonemang utgdr majoriteten av alla
problem elever férvantas hantera med flyt fran
arskurs 4 och upp till Matematik 1 pa gymnasiet.
Aven i fysiken, kemin och biologin ar proportio-
nella resonemang helt centrala.

Typiska problem som kan l6sas med proportio-
nella resonemang ar problem déar tva varden ar
givna och det tredje saknas och ska raknas ut

och dar det finns en multiplikativ relation mellan
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par av varden (Vergnaud, 1983). Ett enkelt exempel
ar 3 kg apelsiner kostar 36 kronor, vad kostar

5 kilo apelsiner? Problem av "saknat varde"-
karaktar kryllar det av i matematiklaromedel
varlden 6ver. Proportionella resonemang anvands
aven for att l6sa problem dar eleven ska jamféra
vilket férhallande som &r stérre eller mindre

an det andra.

Det ar val kant att elever dver hela varlden har
svart att utveckla férmagan att resonera propor-
tionellt om brék, procent, férhallanden, skalning,
likformighet, trigonometri och férandrings-
hastigheter (Behr m.fl., 1992). Proportionalitet
startar blygsamt i skolmatematiken med for-
dubbling, halvering och skalning av enkla brak.
Over tid, och genom &rskurserna, tar sedan de
proportionella resonemangen successivt mer
och mer plats.

Eftersom en proportion definieras som likhet av
tva férhallanden (a/b = c/d), ar flyt i hanteringen
av brékrepresentationen helt central for elevernas
progression i férmagan att resonera proportio-
nellt (Vergnaud, 2009).

Det &r bland annat har som vi far problem med
heltalsbias. Detta d& elever har svart att uppfatta
heltal som nedbrytbara enheter. Eleverna upp-
fattar helt enkelt inte ett brak som ett tal utan
snarare som tva tal skriva pd en form som
vanligtvis anvands nar de ska dividera men
som nu i stallet framstalls som delar av cirkel-
representationer (del-helhets férhallande). Det
ar helt andra kunskaper om brédk som operator
(skalfaktor), del-del férhallande och samman-
satta enheter (som hastighet och densitet) som
behoéver laras ut for att eleverna ska ges mojlig-
het att bli sdkra pa proportionella resonemang.

Hur elever kan lara sig att beharska proportionella
resonemang ar val beforskat (ex. Behr m.fl., 1992,
Dooren m.fl., 2010; Shield & Dole, 2013; Vergnaud,
1983) vilket gér att man kan identifiera vissa
nyckelaspekter fér vad som behdver undervisas
for att elever ska utveckla férméagan att utféra
proportionella resonemang med flyt (Ahl, 2019).

Elever maste kunna sirskilja additivt
fran multiplikativt resonemang och
kunna kanna igen nar det finns en
proportionell relation

Att skilja additiva fran multiplikativa relationer
ar en stor stotesten for elever (Van Dooren
m.fl., 2005). Elever behdver undervisas i att
kdnna igen nér en proportionell situation
existerar och nar en jamforelse ar multiplikativ
(Shield & Dole, 2013). Det har féga férvanande
visat sig att nar elever arbetar med additiva
resonemang sa tenderar de att anvinda dem
utan eftertanke, dven pé uppgifter som kraver
multiplikativa resonemang (Fernandez m.fL,,
2012).

Aven det omvinda giller. Nar undervisningen
skiftar fokus till multiplikativa resonemang sa
anviands de dven pa problem som léses med
additiva resonemang. Nar eleverna val har intro-
ducerats for multiplikativa strategier for att
l6sa multiplikativa situationer tenderar de att
dveranvianda detta tillvAgagangssatt pa allt som
liknar en proportionell situation (Van Dooren
m.fl., 2005).

Eleverna behover darfér mojligheter att triana
pa att analysera om situationer ir additiva eller
multiplikativa (Shield & Dole, 2013). Problemen
de arbetar med behdéver representera bada
resonemangen dven i den senare delen av
grundskolan.



Det racker forstés inte att kdnna igen en pro-
portionell situation. Eleverna behdver kunna
anvianda bade multiplikation och den inversa
operationen division fér att finna den okdnda
kvantiteten (Shield & Dole, 2013). Den mate-
matiska strukturen gor att samma proportionella
resonemang kan tilldmpas pa alla proportionella
situationer (Vergnaud, 1983). Lat oss ge ett
exempel: Om vi vet att 1 sak kostar 15 kr s& kostar
5 saker 5-15 kr = 75 kr. Operatorn (det man
multiplicerar med for att transformera ett tal
till ett annat) har &r 5. Men vad ar operatorn om
vi ska képa 5 kilo nar vi vet att 3 kilo kostar 17 kr?

Nu ar skalningoperatorn inte ett heltal eftersom
bade 3 och 17 &r primtal. Eleverna behéver
darfor dva pa att de alltid kan skapa en operator
som skalar ett tal eller uttryck (vi kan kalla det a)
till ett annat tal eller uttryck (vi kan kalla det b)
genom att multipliceraamed b/a(a- b/a =b).
Sa priset for 5 saker kan alltsd berdknas som
5-17/3 eller 17-5/3. Det gar bra att skala bade
inom enheter eller mellan enheter. Resultatet blir
detsamma pa grund av det proportionella sam-
bandet mellan enheterna (linjaritetsargumentet).

St ~ Kr St ~ Kr
— 17
3 17 3 - 17
s S
3 3
5 9 5 2 9
3
5 85 17 85
17.2 = — 5.~
3 3 3 3

Figur 5. Till vanster skalningsoperator inom
enheter. Till héger skalningsoperator mellan
enheterna.

Eftersom brakformen vanligen inte anvands nar
vi talar om pengar sa behéver eleverna ocksé
dividera ut kvoten och svara: cirka 28 kr.

Liaromedel pa villoviagar?

Elever maste kidnna till och kunna anvianda
de algebraiska reglerna fér brak nar de
arbetar med del:del-férhallanden, del/
helhelts-brak och proportioner, a:b = c:d
Det ar skillnad pé del:del-férhallanden och
del/helhets-brak (Vergnaud, 1983). Till exempel,
om ett féretag anstaller 11 kvinnor och 31 méan
representerar del/hels-bréaken 11/42 och 31/42
férhallandet mellan kvinnor och méan i fér-
hallande till helheten. Om eleverna istéllet

ska beskriva féretagets konsférdelning ar det
del:del-férhallandet 11:31 mellan kvinnor och
man som ar relevant. Del:del-férhallandet
beskriver tva delar av samma helhet. Deras
summa utgor helheten (har 42).

Elever har visat sig ha svart att kdnna igen
del:del-férhallanden och att sarskilja dem fran
egenskaperna hos del/helhets-férhallanden
(Clark m.fl., 2003). Det ar inte latt for elever att
uppnaé flyt i situationer som kraver en évergang
fran del:del- till del/helhets-férhallanden.
Dessutom stiller de olika notationerna f6r for-
hallanden till huvudbry fér eleverna. Vi anvander
bade rakt brakstreck, snett brakstreck och kolon
for att representera férhallanden (har har vi
anvant kolon for del-del férhallande och snett
brakstreck for del-helhets férhallande).

Eftersom alla forhallanden kan skrivas i brakform
féljer de samma matematiska lagar som brak.
Brak ar en representationsform av tal. Men brak-
representationen ar inte begransad till hela tal.
Alla tal (1,33; pi; 0,4; roten ur 2) och uttryck kan
ingd i en brédkkonstruktion. En brakkonstruktion
kan ocksa kallas en kvotkonstruktion. Alla brak-
konstruktioner féljer raknereglerna fér brak. Men
eleverna gor fler fel pa berdkningar med brak
som inte bestar av hela ental (Fernandez m.fl.,
2012; Glaser & Riegler, 2015). Darfér behover
eleverna undervisning i att analysera situationer
och anvanda generella resonemang for att l6sa
dem. Finns ett forhallande sa giller raknereglerna.
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Tyvéarr definieras brak ofta fel i liaromedel, saval i
Sverige som i andra ldnder. Brakrepresentationen
sammanblandas ofta med talmangden rationella
tal (Niemi, 1996; Thompson & Saldanha, 2003).
Men inom matematiken syftar termen “brak”
pa allt som &r skrivet i den symboliska formen
a/b (Ni & Zhou, 2005, s. 29, var dversittning).
Det innebir att eleverna ofta far for sig att
brékrepresentationen bara giller hela tal nar
det likaval kan vara decimaltal eller andra tal/
uttryck. Det ar valdigt begransande for eleverna
att matas med denna felaktiga bild for da faller
ju insikten om att alla kvotkonstruktioner féljer
raknelagarna for brak (se exempel i Figur 6).

Att kunna skapa en operator pa formen a/b som
transformerar (skalar) ett godtyckligt uttryck b
till ett godtyckligt uttryck a ar sarskilt viktigt for
elevernas utveckling av proportionella resone-
mang. Forstaelsen for att operatorn kan byggas
via brdk som multiplikativ invers (reciprok) ar
likasa en helt central férstielse av brakbegreppet
(Hackenberg & Sevinc, 2022).

Elever behdver kunna identifiera
egenskaperna hos geometriska objekt i
tva och tre dimensioner fér att skala ratt
Vi vet att elever tenderar att tillampa linjart
proportionellt resonemang utan att ta hansyn
till om det &r endimensionellt som en linje, tva-
dimensionellt som en area eller tredimensionellt
som en lada. Van Dooren et al. (2010) fann att
elever tenderar att anvanda linjart proportionellt
resonemang pa alla dimensioner. Som exempel
kan vi tdnka pa det har problemet:

"En bonde behdver 8 timmar fér att gédsla
en kvadratisk hage med sidan 200 meter.
Ungefir hur lang tid kommer han att behéva
for att gbdsla en kvadratisk hage med
sidorna 600 meter?"

Ett felaktigt linjart proportionellt resonemang
lyder som foljer: Eftersom sidan ar tre ganger
sé lang sa ar tiden tre ganger sé lang, alltsé
3-8 =24 timmar. Det har resonemanget missar
att sidan ar tre ganger sa lang pa bade langden
och bredden, sé ytan &r hela nio ganger storre
och bonden behover 3-3-8 =72 timmar for

att gora jobbet.

Eftersom skalning a4r en biarande idé som ater-
kommer savil i matematiken som i kemi, fysik
och biologi 4r det avgérande fér eleverna att fa
strukturerad undervisning om proportionella
resonemang, det vill sdga skalning. Skala i en, tva
och tre dimensioner ar ett helt centralt begrepp
som &r avgbrande for att férsta vetenskapliga
fenomen (Taylor & Jones, 2009).

Elever behéver kdnna igen och anvianda
olika konkreta representationer fér
proportioner, till exempel tabeller, grafer,
formler och ritade bilder

Proportionella samband kan representeras pa
olika satt, till exempel med ord, bilder, algebraiskt,
med grafer eller i tabeller. Enligt Shield och
Dole (2013) forstéarks elevernas larande om
proportionella samband genom anvandningen
av olika representationer fér samma fenomen.
Generellt giller att begreppsférstaelse och
kopplingar mellan begrepp vaxer av att eleverna
har tillgang till flera representationer fér att
hantera olika situationer (Vergnaud, 2009).
Dessutom férbittras elevernas férméga att se
samband mellan problem som &r baserade pa
samma matematiska idé, sé att de exempelvis
kan lara sig se att problem med saknade varden
om likhet, proportionella funktioner och
hastighetsproblem kan illustreras med olika
representationer men hanteras med samma
matematiska idé eller metod/verktyg.



Hur aterspeglas forskningen om
proportionella resonemang i vara
svenska matematiklaromedel?
Det korta svaret 4r att vi inte ser nagra tydliga
tecken pé att laromedlen aterspeglar kunskap
fran forskning om elevers begreppsbildning

av proportionella resonemang. Ar 2014 gjorde
jag (Ahl) en laromedelsgranskning i samband
med min licentiatuppsats som handlar om
potentialen for laromedel att ge lararen stéd
for sin undervisning (Ahl, 2014, 2016). Fokuset
var proportionella resonemang vilket ocksa
gjorde det oundvikligt att &ven hur liromedlen
hanterar brak hamnade under lupp (eftersom
en av definitionerna av proportionella resone-
mang ar en likhet mellan tva férhallanden).
Tva vilanvidnda svenska laromedelsserier for
matematikundervisning granskades. Resultatet
var nedslaende. | princip inget av de solida
resultat som forskningen har gett oss (se ovan)
aterspeglades i de laromedelsserier som stude-
rades 2014. Med lite god vilja visade resultaten
en ganska god bredd i anvandningen av olika
representationer i samband med arbetet med
proportionella grafer. | 6vrigt gick det inte att
finna nagon systematik for att synliggéra att

en och samma matematiska idé dterkommer
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i samtliga behandlade matematiska omraden
dar multiplikation anvands.

| arbetet med den hir rapporten aterviande

vi till samma laromedelsserier. Liromedlen
har uppdaterats i samband med Lgr22, dar
proportionella resonemang har fatt ett stérre
utrymme. Trots detta upprepas bilden av att
proportionella resonemang presenteras i laro-
medel utan inflytande av den kunskap fran
forskning som har presenterats ovan.

Eftersom brakrepresentationen ar helt central
for de proportionella resonemangen under-
sOkte vi ocksa hur begreppen brak och division
introduceras i tva laromedelserier fér hela
grundskolans arskurs 1-9. Vi fann att eleverna
har sméa mojligheter att férsté brak som nagot
annat &n en del av en helhet, ofta en pizza,
och alltid med hela tal (Ahl & Helenius, 2024).
Anledningen till att endast hela tal anvinds
beror med stérsta sannolikhet pa den felaktiga
definitionen av brak som rationella tal, som
tillAmpas explicit genom att det star i boken
att brak alltid konstrueras med hela tal eller
implicit eftersom det bara introduceras brak
av hela tali laromedlen.

cos(x) z2 +1
sin(z) 223 — Ax
c ad+ cb
d  bd

Figur 6. Exempel pa brakrepresentationer och regler som géller fér dem.
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Som vi har beskrivit i avsnittet om multiplikation
och division, introduceras division med situationer
dar saker ska delas upp. Det ger kvoter av heltal
dar tiljaren ar stérre An namnaren, vilket ar
helt rimligt nar eleverna ar sma. Men for att
divisionsbegreppet ska bli komplett behover
eleverna lara sig att det gar att dividera vilka
kvoter som helst. Men i stéllet forstarks bilden
av division som en kvot av heltal dar taljaren

ar stoérre 6ver aren och utmanas bara tillfalligt
nar tal i decimalform ibland behandlas (Ahl &
Helenius, 2024). Den ensidiga bilden av division
forstarker det som i forskning kallas heltalsbias
(Ni & Zhou, 2005), som vi har beskrivit ovan

(i relation till division ar heltalsbias en miss-
uppfattning om att om man dividerar ett tal

sa blir svaret mindre &n talet i taljaren).

Har ar det pa sin plats att belysa vad division har
med brakbegreppet att géra. Fundera pa den
hir situationen: Tre elever ska dela p4 en tarta.
Hur mycket tarta far var och en?

Har behévs en division av en tarta pa tre elever.
Den ser vi pa vinster sida av likhetstecknet. Vi
utfér berdkningen och kommer fram till att varje
elev far en tredjedel. Det ser vi pa héger sida om
likhetstecknet.

1 1

3 3

Figur 7. Berdkningen och lsningen.

Det forefaller vara nagot underligt med den hir
berdkningen eftersom uttrycken till vinster och
héger ar exakt lika. Att det ser ut s& har beror
pa att konstruktionen a/b ar polysemisk, det
vill sdga har manga betydelser. 1/3 kan vara
bade en kvot att dividera och ett tal skrivet i
brakform men dven ett del:del férhallande eller
ett del-helhets férhéllande eller en skalfaktor
att multiplicera med. Om eleverna ska lara sig

att navigera mellan dessa olika betydelser och
vaga lita pa att samma rakneregler giller alla
sorters brakkonstruktioner sa behdver eleverna
presenteras for olika typer av brék och divisioner
i laromedlen. Nagot som inte gjordes i de laro-
medel vi undersékte (Ahl & Helenius, 2024).
Sarskilt anmarkningsvart ar en total avsaknad
av introduktion av brdk som operator. Aven
Hedlund (2020) fann att det pa motsvarande
sdtt saknades stdd for att utveckla matematisk
forstéelse for brakbegreppet i en undersékning av
laromedel fér arskurs 9 och kurs 1 pa gymnasiet.
Berggren (2022) har visat hur brak i svenska
laromedel huvudsakligen beskrivs som antal
delar och markerade delar i geometriska figurer,
det vill sdga via del-helhets representationer,
vilket allts& i forskning har visat sig vara ineffektivt
(Zhang m.fl., 2015). Det ar uppenbart att vi
behover forbattra hur den svenska skolan lar ut
proportionella resonemang, inte minst brak.

Algebra

De flesta minns algebra fran sin skoltid som
"nagot med x" och kopplar kanske ihop det med
ekvationer, men i modern tolkning har algebra
en mer fundamental roll. Svensk matematik-
undervisning har traditionellt ett mindre fokus
pa algebra 4n manga andra lander, vilket ocksa
syns i vara resultat i internationella matningar
(Grgnmo, 2018). Detta har varit kdnt lange. Redan
i kommentarmaterialet till 1994 &rs kursplan

i matematik for grundskolan skriver forfattarna
att "[s]Jvenska grundskoleelevers kunskaper i
algebra har visat sig bristfalliga vid internationella
jamférelser. Manga elever pa gymnasielinjer

har problem med forstaelse av och fardigheter i
transformationer, férenklingar och tillAmpningar
av formler och uttryck. Det har ocksé visat sig att
matematikundervisningen i Sverige férbereder
dvergangen fran att arbeta med tal till att arbeta
med bokstaver senare dn i andra ldnder" (Skol-
verket, 1997, s. 29). Det konstateras dven att:



[a]lltfler behover kunna tolka t ex formler
och algebraiska samband. Algebra &r inte
léngre nagot som skall studeras enbart av
de som gar vidare pa matematikintensiva
gymnasieprogram. Det har visat sig viktigt
att s6ka férenkla 6vergangen och se likheter
och skillnader mellan att rakna med tal och
med bokstaver. (Skolverket, 1997, s. 26)

Det argumenteras for att:

[d]et ar viktigt att férséka fa en mjukare, mer
meningsfull vergang till symbolspréak. Intresse
och forstaelse fér matematik med symboler
kan stimuleras i arbete med ménster. Ménster
av olika slag méter man varje dag — geometriska
mdnster i golvplattor, murar och dekorationer
— talmdnster i almanacka, reklammaterial och
multiplikationstabell. Avsikten &r att studier av
mdnster och relationer skall férdjupa elevers
omvdrldsuppfattning, utveckla tal- och rums-
uppfattning och ge stimulerande och konkret
férberedelse fér algebra och funktioner. Genom
att diskutera regelbundenheter i handelser,
former och talféljder kan man ocksa fa upp-
levelser om hur man kan generalisera och
symbolisera. Detta kan ge en god grund infor
arbetet med algebra. (Skolverket, 1997, s. 29)

Som vi ska visa dr den vagen in i algebra som
rekommenderas har, via geometriska mdénster,
bara en av flera, och kanske inte ens en sérskilt
effektiv vag (Radford, 2014). Det &r ocksd sympto-
matiskt att kursplanen fran 1994 namner algebra
endast en gang, i formuleringen "Stravan skall
ocksé vara att eleven utvecklar [...] sin forméga
att forstd och anvanda [...] grundliggande alge-
braiska begrepp, uttryck, formler, ekvationer

Liaromedel pa villoviagar?

och olikheter”. | avsnittet Bedémningens inrikt-
ning eller i kriterier for olika betygssteg namns

ingenting om algebra utan beroér bara kortfattat
ekvationer, likheter, mdnster och funktioner.

| 2011 ars kursplan poangteras algebran tydligare
som ett av sex centrala innehallsomraden som
beskrivs for vart och ett av de tre stadierna 1-3,
4-6 och 7-9, vilket &r ett arrangemang som
behélls i Lgr22. Fér arskurs 1-3 namns mate-
matiska likheter och ménster i talféljder och
geometrii Lgr1l. | Lgr22 laggs formuleringen
"obekanta tal och hur de kan betecknas med
en symbol" till. Fér arskurs 4-6 ndmns i Lgr11
obekanta tal, algebraiska uttryck och ekvationer,
metoder for ekvationsldsning samt monster.

| Lgr22 har detta kompletterats med en sérskild
fras om likheter. For arskurs 7-9 namns variabel-
begreppet och dess rolli formler, uttryck och
ekvationer; algebraiska uttryck och ekvationer i
sammanhang som &ar relevanta for eleven, samt
enkla metoder for ekvationsldsning. | Lgr22 har
detta kompletterats med en formulering om
matematiska likheter och en om mdnster, samt
en hogre specifikationsgrad av vilka slags ekva-
tioner som ska kunna l&sas.

Overlag har alltsd kursplanerna som blev gillande
2011 och 2022 tydligt markerat algebra som ett
allt viktigare omrade och formuleringarna om
algebra ar ocksd ganska breda till sin karaktar.
Kilhamn m.fl. (2019) ger en mer fullstandig
dversikt dver kursplanerna fran 1962 till 2017-
revisionen av Lgr11 an vad vi gjorde ovan, och
aven dar syns en tydlig breddning och tidigare-
laggning av skolans algebra. Vi ska aterkomma
till en diskussion om detta i slutet av avsnittet.

Vad siger da den matematikdidaktiska forsk-
ningen om omradet algebra? Vi kommer héar inte
att fokusera pa forskning om specifika problem
som elever i Sverige (liksom varlden 6ver) kan ha
med algebra utan snarare fokusera pa hur synen
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pé hur algebra bér integreras i skolan har vaxt
fram fran 80-talet och framat. Eftersom det har
gjorts flera internationella sammanstallningar
dver sadan forskning sa ar det relativt enkelt

att 6verblicka. Traditionellt har algebra mest
uppfattats som riakning med bokstéver, som nar
man loser ekvationer och skapar matematiska
uttryck, funktioner eller formler. | de flesta
landerna har algebra traditionellt introducerats
nar eleverna ar runt 12 ar. Men fran ca 80-talet
bérjade det uppmarksammas att det skulle
vara fordelaktigt att bdrja skola in eleveri ett
algebraiskt tankande redan fran skolstarten. Den
anglosaxiska termen for detta var early algebra,
och vi kommer att bendmna begreppet med
termen tidig algebra.

Tidig algebra ar inte detsamma som att borja
med algebra tidigt. Snarare gjordes analyser av
vad som kan tankas utgora algebraiskt tankande,
det vill sdga den typ av tankemoénster som invol-
verar generaliserande och strukturellt tankande
som behdvs for att senare kunna tillgodogora
sig formell algebra. Det kan till exempel involvera
att forsté rakneoperationers sammanhang och
struktur genom att analysera situationerna dar
operationerna forekommer (Vergnaud, 1982,
1983), att introducera formell notation tidigt (men
ocksé gradvis) eller att inkludera algebraiskt
tidnkande i andra matematiska omraden, inte
bara specifikt arbeta med algebra ibland utan
anvanda algebraiska tankeformer aven nar

man till exempel arbetar med problemlésning,
geometri eller statistik, samt sjalvklart dven

i aritmetiken (D. W. Carraher m.fl., 2017).

Ett pdgdende arbete i forskning om tidig algebra
och skolalgebra i allmanhet har varit att forsdka
hitta lampliga komponenter eller aspekter av
algebra som man kan identifiera och arbeta
med i de tidiga skoldren men som ocksa féljer
med upp i de senare skolaren. Det finns flera
ofta citerade sadana uppdelningar, till exempel
av Kaput (2018). En valanvand karakterisering av

olika aspekter av algebra som bygger pa Kaputs
arbete har tagits fram av Blanton m flL (2018). De
sarskiljer tre aspekter av tidig algebra: a.) allt
som har med likheter, ekvivalens, ekvationer och
olikheter att gora; b.) generaliserad aritmetik,
som de ser som strukturen i matematiska opera-
tioner; samt c.) funktionellt tinkande som handlar
om hur olika fenomen kan representeras och
hanteras med matematiska funktioner. Vi ska
aterkomma till denna klassificering, men baserat
pé Blantons m.fl. arbete (2018) och flera andra
karakteriseringar (D. Carraher & Schliemann,
2020; Kieran, 2004, 2018b) valjer vi att lyfta fram
fyra kategorier som vi kommer att anvanda i var
laromedelsanalys.

Algebra som struktur. Med algebra som struktur
avser vi nar algebraiska tankesatt anvands for att
battre forsta (huvudsakligen) tal och aritmetiska
operationer. P4 den hdgre matematiska nivan
handlade en stor del av1800- och 1900-talens
utveckling inom algebra om sé kallas abstrakt
algebra, vilket just handlar om algebra som
struktur (Kieran, 2018a). Men redan i de forsta
skoléren finns det mycket att vinna pa att ha med
detta perspektiv. Till vanster i Figur 8 ser vi till
exempel att delarna 6 och 2 tillsammans skapar
helheten 8, det vill siga att 8 = 6 + 2. Men vi kan
ocksd se om man tar bort den gréna kvantiteten
fran den sé& aterstar den gula, det vill siga 6 = 8-2
och pé& samma sitt att 2 = 8-6. Det hér illustrerar
sambandet mellan addition och subtraktion i en
enda kraftfull schematisk bild. De tre likheterna
8 =6+2,6 =8-2o0ch 2=8-6 bildar en additiv
talfamilj. Men naturligtvis var det inget sarskilt
med de specifika talen 2, 6 och 8 utan sa snart
man har en giltig addition har man ocksa tva sub-
traktioner, och har men en giltig subtraktion har
man ocksa en addition och en annan subtraktion.
Pa ett helt generellt plan illustreras detta i den
hégra delen av Figur 8. P4 samma sitt kan man
arbeta med relationen mellan multiplikation och
division, hur likhet fungerar och mycket mer.



6+2=8 6=8-2 2=8-6
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a b

a+b=c a=c—>b b=c—a

Figur 8. Samband mellan addition och subtraktion representerat med olika grad av generalitet.

Algebra som operationer pa icke-numeriska
symboler. Denna kategori av algebra &r i nagon
mening den klassiska. | den forra kategorin kan
man sdga att man anvanda algebraiska tekniker,
det vill sdga generaliserande och strukturerande,
for att forsta aritmetiken, men i den har kategorin
ar det snarare fragan om att utvidga den aritmetik
man kan hantera med talsymboler till att galla
fér andra symboler &n siffror. Typiskt ar det
fragan om bokstaver, men dven andra symboler
som i uttrycket 6 + _ = 8 + 2. Det huvudsakliga
anvandningsomradet fér detta ar ekvationer, det
vill sdga dar man satter upp aritmetiska likheter
med en obekant (som ett x), och dar likheten ar
sann for vissa varden pa x som man med olika
aritmetiska tekniker kan hitta. Det ar vanligt att
ekvationer i de yngre skoléren introduceras med
hjalp av andra symboler &n bokstaver (Radford,
2022). Aven manipulation av uttryck, som t ex
2a+ 4b + 2a + 4b = 4a + 8b finns i denna kategori.

Algebra som funktionellt tinkande handlar om
att representera och hantera matematisk eller
andra samband med hjalp av olika matematiska
tekniker. Om jag kor bil i 100 km/h kan man till
exempel beskriva strackan i kilometer jag akt
med sambandet s = 100t, dar t ar tiden i timmar.
Man skriver ofta s(t) = 100t, for att indikera att
variabeln s ar en funktion av t. Men redan tidigt
i skolan kan man boérja att tdnka i termer av
funktioner och trina sig pa att beteckna olika
samband med hjilp av aritmetiska uttryck

som innehéller symboler for variabler. Studiet
av funktioner raknas oftast inte som en del

av algebran inom den formella matematiken,
men det finns en lang tradition till att se det

som en del av algebra i skolmatematiken, och
alltsa 4ven en del av den tidiga algebran (Kieran,
1994).

Algebra som geometriska monster. Att uppfatta
och beteckna monster ar viktiga delar av alla
tre kategorier ovan, men eftersom geometriska
monster har en sé speciell roll inom sérskilt
den tidiga algebran, s& viljer vi att se den som
en egen kategori. Det ska papekas att en vanlig
uppgiftstyp handlar om att hitta, det vill sdga
fortsatta, monster i talféljder som 0, 3, 6, 9, men
det servi som en del av algebra som struktur
eller som funktionellt tinkande i de fall man
betecknar ménstret som en funktion. (Mulligan
m.fl., 2020). Huvudsakligen, men inte enbart, ar
det tva slags monster som férekommer i skol-
matematiken, vaxande ménster som i Figur 9

och upprepande mdnster som i Figur 10.

Figur 9. Ett vixande mdnster.

ABABABAB

Figur 10. Tre upprepande moénster som har

samma struktur.
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For monstren i Figur 9, 4r en vanlig fraga att be
eleverna rita nasta figur, men ocksé att beriakna
antalet element i figur nummer 10 eller 100, vilket
ar ett exempel pa hur man méaste kombinera
formégan att férutspa ménstrets tillvixt med
forméagan att skapa en funktion fér hur antalet
element beror pa figurnumret, det vill siaga
nagot fran var féregaende algebrakategori.

Naturligtvis dverlappar dessa fyra kategorier
mycket, men vi vill &nd& mena att de bade ramar
in de senaste ca 40 arens forskning om skol-
algebra och ar tillrackligt avgransade for att
kunna anvandas till att analysera larobd&cker,
vilket ar vad vi ska gora harnast.

Hur aterspeglas forskningen

om algebra i svenska
matematikliarobécker?

Vi kommer i detta avsnitt att titta pa studier

av algebra i svenska matematiklarobécker for
grundskolan, varav en &r var egen studie. Det
betyder att vi viljer bort ndgra studier som

inte matchar vart syfte. Jakobsson-Ahl (2008)
jamférde gymnasiebdcker fran &r 1960 och

ar 2000 och konstaterade huvudsakligen att
algebrainnehallet i textuppgifter hade blivit mer
vardagligt och mindre komplext (Jakobsson-Ahl,
2008). Det ar en intressant observation for oss,
men inte fullt relevant for att det ar ganska gamla
resultat och ocksé giller gymnasiet. Brating och
Kilhamn (2022) undersdker hur programmering
representeras i svenska matematiklarobdcker
for grundskolan. P4 grund av en del markliga val
i just Sverige, finns mycket av programmeringen
i grundskolan beskriven just inom avsnittet
algebra (Helenius & Misfeldt, 2021). Men detta
val har lite att géra med den internationella forsk-
ningen om skolalgebra, och det har dessutom
visat sig svart att konstruera programmerings-
uppgifter som ocksé bidrar till larandet av

matematik (Kilhamn m.fl., 2022). Darf6r har
vi inte i var undersékning bekymrat oss om
programmering. Se dock Helenius m.fl. (2018)
och Ahl och Helenius (2022) for en ytterligare
diskussion.

De tvéa studierna vi ska koncentrera oss pa ar
Brating m.fl (2019) och var egen. Brating och
kollegor undersokte tva laromedelsserier fran
svenska forlag. De noterade for varje sida om
sidan inneholl algebra eller ej och i sa fall av
vilken typ. De klassificerade olika slag av algebra
med hjalp av Blantons m.fl. Ramverk (2018) i
kategorierna likhetsaspekter (allt som har med
likheter, ekvivalens, ekvationer, och olikheter att
gora), generaliserad aritmetik som handlar om
aritmetisk struktur och funktionellt tinkande.
De delade upp resultatet pa arskurs 1-3 och
4-6 och pé laroboksserie. Deras viktigaste
resultat var att medan kategorierna likheter
och funktionellt tinkande med viss variation
var tdmligen valrepresenterat, s var generali-
serad aritmetik svagt representerat i den ena
bokserien och knappt alls i den andra.

| den studie vi sjalva har genomfort (Helenius
& Ahl, 2024) undersdkte vi algebra-innehéll pa
varje boksida i linje med Brating och kollegor.
Vi gjorde dock en finare indelning i form av en
tidslinje. Vi anvidnde ockséa de fyra kategorierna
som vi beskrivit ovan, det vill sdga algebra som
struktur, som operationer pa icke-numeriska
symboler, som funktionellt tinkande och som
geometriska ménster. Dessutom tillférde vi

en annan dimension, ndmligen en gradering

av hur explicit férekomsten av algebra var.

| ett uttryck som 3 + _ = 8 gar det att hitta ett
begynnande algebrainnehall, men om det inte
lyfts av lararen kan uppgiften ocksa betraktas
som en ren aritmetikuppgift. Vi kallade sddana
forekomster for potentiell algebra. Nar det



antingen anvandas bokstaver eller nar den
algebraiska tolkningen pa annat sitt framkom

i uppgiften, sa kallade vi férekomsten formell.
Slutligen sokte vi efter uppgifter dar algebran

i sig blev foremal for intresse. Ett resonemang
som liknade hégersidan av Figur 8, eller ett bevis
av att (a+b)(c+d) = ac+ad+bc+bd ar tva exempel.
Vi kallade sadana férekomster explicita. Idealet
tankte vi att algebraférekomsterna skulle ga fran
det potentiella till det formella, men ocksa att
det frén relativt tidiga arskurser skulle finnas
inslag av det explicita, dar algebraiska satt att
téanka blev fokus.

Figur 11 4r en sammanstéllning av véra resultat
av en undersokning av tva laroboksserier fran
arskurs 1-9, A och B, vara den ena undersodktes i
en nyare (A) och éldre (A,) variant far arskurserna
1-3. Till och med &rskurs 6 finns en bok A for

hosten och bok B fér varen i alla undersokta
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bokserier, sé varje arskurs bestar av tva bécker.
Vi har alltsa totalt analyserat 36 bécker med
totalt ca 4 100 sidor.

Det vi ville understka ar ungefar ndr under
grundskolans matematik algebra forekommer,
vilket slags algebra som férekommer och om
det finns nagon progression fran potentiell,

via formell till explicit algebra. Varje sida med
en viss typ av algebra kategoriserades som en
(eller ibland fler) av de fyra beskrivna algebra-
typerna. | Figur 11 beskrivs dessa med olika
symboler, forklarade i figuren. Vita symboler

ar potentiell algebra, graa formell och svarta
explicit algebra. For att kunna skapa en tidslinje
gjorde vi sedan approximationen att lika manga
sidor av boken behandlas per dag, sa att en
sidas placering i boken kan anvindas som matt
pé nar pa terminen eller &ret sidan behandlas.

Ak Ak 2 Ak 3 Ak 4 Ak s Ake Ak 7 Ak s Ak 9
A 8I O QQQ T @ CD O IO T T ‘ T
FHaly HE0 o oooio B nmy® =
D> > D> B B> > B > > > bi
* % * w
. Ak 1 . Ak 2 . Ak 3
Br Ffomooh @ oo'c%
00 @ o O
Ak 4 Ak s Ak 6 Ak 7 Ak s Ak 9
B Q;’ o & 009 @ 0 ’ ’
3.9 E . %I
Ak 2 Ak 3 >
B2 ) % % 'I
Efuafaiagis
> D> D> > b >>
% % ﬁﬁ\*’ O @ @ Algebra som struktur

[0 @ M Algebra som operationer pa icke-numeriska symboler
> P> P Algebra som funktionellt tankande
Y % % Algebra som monster

Figur 11. Algebraférekomster i tva bokserier. Vit motsvarar potentiella férekomster, gra formella,

och svart explicita.
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Eftersom bilden ar tamligen komplex ska vi 5. Klassen algebra som struktur ar tydlig i 1-3.
beskriva nagra viktiga observationer i en punkt- men tunnas sedan ut, sarskilt i serie B. Serie B
lista. dvergér alltsa till att ndstan inte alls anvianda

algebraiska tekniker for att kasta ljus pa arit-
1. Som férvantat sker ett skifte fran potentiell metiken och i stéllet arbeta mer begriansat
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till formell algebra nér vi gar fran lagstadiet
och uppat, dven om ocksa lagstadiets bocker
innehéller nagra formella férekomster av
algebra som struktur. Mer férvanande &r att
det nistan inte forekommer nagon algebra
som vi klassificerade som explicit.

. | de tidiga arskurserna ar algebra-innehallet

relativt val spritt 6ver skolaret, sarskilt i
arskurs 1. Men i allt hégre grad blir algebran
inboxad. Det syns i bokserie A, faktiskt redan
fran och med arskurs 2 och i serie B fran och
med arskurs 7 men sarskilt tydligt i arskurs 8
och 9. | praktiken betyder detta att algebra

i allt hogre grad behandlas i egna kapitel
och att algebraiska tekniker inte utnyttjas

i andra delar av matematiken. Det 4r nagot
svart att se i bilden, men allra mest spridd &r
matematiken i héstboken 1ai serierna A, och B.
Denna trend bekraftas for 6vrigt i ett farskt
examensarbete som undersékt omradet
likhet i fyra laroboksbokserier for arskurs 1
(Johansson, 2024).

. Den nyare serien A, har mer och mer utspritt

algebrainnehall an A och tacker ocksa upp
de fyra typerna av algebra battre dven om
tyngdpunkten fortfarande &r pa struktur och
icke-numeriska symboler. Vi tolkar det som
att férfattarna har paverkats av att nyare
kursplaner poangterar tidig algebra.

. A-serien har valdigt lite algebra i arskurs 4 och

5 och dessa bocker ar i praktiken algebrafria,
i radikal kontrast till lirobokserie B i samma
arskurser, och aven till A, i tidigare arskurser.
A-boéckerna for mellanstadiet ar ganska gamla,
och man kan tanka sig att de representerar en
tid med mindre algebrafokus i kursplanerna
an nu.

med en mer traditionell typ av algebra,
representerat av den formella typen av
algebra som operationer pa icke-numeriska
symboler. Dessa resultat stimmer val med
Brating m.fl. (2019). Skilet att vi trots allt

ser mer av algebra som struktur an de ser

av generaliserad algebra (som ar deras mot-
svarande kategori) ar att vi har med algebra-
iska aspekter av likheter i var kategori (och
denna aspekt utgdr den absoluta huvuddelen
av forekomsterna i de av oss granskade laro-
medlen).

6. | allmanhet har klassen algebra som opera-
tioner pa icke-numeriska symboler den
tydligaste narvaron, med algebra som struktur
som den klara tvaan, direfter algebra som
funktionellt tdnkande och sist algebra som
geometriska monster.

7. Bada bokserierna har forhallandevis lite
algebrai arskurs 9, serie B dven pa var-
terminen i arskurs 6. Detta verkar bero pa
att de flesta sidorna dgnas at en slags repeti-
tion infér nationella proven, och att det inte
beddms vara centralt med en algebraisk
approach i en sddan repetition.

Sammantaget tycker vi oss se en viss intention
att anpassa sig till det sitt att se pa algebra
som i forskning kallas tidig algebra. Denna
intention ar tydligast i de tidiga skolaren och i
bdcker med senare publiceringsdatum. Det ar
tankbart att det faktum att kursplanen namner
algebra mer explicit och tidigare har paverkat
detta.



Nar vi dock tittar narmare ar denna intention
langt ifran genomfodrd pa ett satt som Gverens-
stimmer med den syn pa algebra och tidig
algebra som dominerar forskningen. De tidiga
arens algebra ar i hég grad enbart potentiell
algebra. Det kravs att ldraren pa eget bevag
explicit *g6ér ndgot algebraiskt’ av uppgifterna
for att eleverna ska ledas in mot algebraiska
tankesatt och inte bara uppfatta uppgifterna
som ren aritmetik.

Algebra som struktur férsvinner ocksa nistan
helt i senare arskurser. Det hir beror pé att
bdckerna istillet har ett extremt fokus pa posi-
tionssystemet och olika typer av berdknings-
tekniker som baseras pa talsorter. Detta &r i
sig en viktig sak, men det hjalper mycket lite
for att ge eleverna en god praktisk kinnedom
om aritmetikens regler, vilket ar just det som
en strukturerad approach ar tankt att gora.

Att multiplikation och division som vi har visat
behandlas pa ett s& ostrukturerat sitt (i serie A
och B) ar en tydlig manifestation av att algebra
som struktur tunnas ut redan fran arskurs 2.
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Annu ett tecken pé att béckerna inte kan
sédgas representera en forskningsbaserad syn
pé algebra &r att det saknas progression fran
potentiell till explicit algebra, och att explicit
algebra 4r sa sillsynt. Den bokserie som har
mest algebra ar samtidigt den dar algebran ar
av ett mer traditionellt slag, med fa inslag av
den utveckling av tidig algebra och algebra som
struktur som lyfts fram i forskningen.

Att algebran blir s& tydligt inboxad i egna avsnitt
i senare arskurser ar ocksa ett tecken pé att den
algebra som béckerna tar upp nastan inte alls
anvands i 6vrig matematik. Detta berdvar eleverna
mojligheten att vanja sig vid att anvanda algebra
som ett naturligt matematiskt verktyg, vilket ar
en av de mest tydliga intentionerna som man
kan ldsa ut av forskningen pa skolalgebra.

Det 4r ocksa intressant i sig att tva bokserier
kan vara sa radikalt annorlunda, trots att de
anvands i samma skolsystem och ska utga fran
samma kursplan. Bada serierna ar vanligt fore-
kommande men ger eleverna helt olika forut-
sattningar att bekanta sig med algebra. | juset
av att vi inte har nagon laromedelsgransking
och att kursplanens beskrivningar trots allt ar
mycket allmant hallna 4r kanske detta inte s&
férvanande.
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Avslutande reflektioner

De bocker som vi har granskat ar vanligt fore-
kommande och vi tror att det ar rimligt att anta
att innehéllet i dessa bécker i stort speglar

den undervisning som Sveriges elever huvud-
sakligen far ta del av. L4t oss nu atervanda till
saltblandningsproblemet som vi inledningsvis
anvande for att illustrera de brister i grund-
laggande matematikkunskaper om procent-
begreppet och férmagan att utféra proportionella
resonemang som 93 procent av eleverna i kurs

1a uppvisade pa det Nationella provet varterminen
2023. Vi menar att — utifran de larob&cker vi har
granskat — ar det ganska férutséagbart att vi far
detta nedslaende resultat. Samtidigt 4r den
matematikdidaktiska forskningen om multiplika-
tiva strukturer, proportionella resonemang och
ett strukturerat férhallningssatt till aritmetiken
(tidig algebra) ganska tydlig med hur det borde
se ut i stallet. Vi vill samtidigt fortydliga att vi
inte har granskat huruvida laromedlen kan sagas
Overensstdmma med kursplanen i matematik
med tillhdrande kommentarmaterial. Algebra och
proportionella resonemang omnamns relativt
noga i bade kursplan och kommentarmaterial,
dock utan att det &ri ndrheten av den specificitet
som man kan harleda ur den forskning vi har
beskrivit. Multiplikation och division namns

& andra sidan inte alls i kursplanen och endast

i en bisats i kommentarmaterialet. Laromedel
kan allts& mycket vil sdgas vara i linje med
kursplanen och &nda inte alls vara i linje med
resultaten fran forskningen.

Vilka slutsatser kan dras av detta? Vi vill sarskilt
lyfta tre punkter:

1. Utifran nu gillande kursplan Lgr22 med till-
hérande kommentarmaterial gar det inte att
urskilja de viktigaste langsiktiga progressions-
linjerna i skolmatematiken.

2. Det ar svart for enskilda larare eller lAromedels-
forfattare att 6verblicka, sammanstalla och
komprimera aktuell forskning om olika mate-
matiska innehallsomraden s& att den kan
tilldAmpas for liromedelsproduktion eller
undervisning.

3. Laromedelsforfattare har héga ambitioner att
skapa goda resurser fér larande men sa lange
det ar otydligt i styrdokumenten vad som
ska férmedlas sé riskerar kultur och tradition
snarare 4n kunskap fran forskning att styra
innehallet.

Férandring av undervisningspraktik ar svart.

Men det &r skillnad pa férandring och férandring.
Larares rutiner och den generella undervisnings-
kulturen ar svara att fériandra (Helenius & Ahl,
2023). Men en férandring av innehall i undervis-
ningen, utan krav pa férandring av klassrums-
rutiner, har i implementeringsforskningen visat
sig fungera bra (Prytz, 2023b; Prytz m.fl., 2022a).



Det gar att vara kritiskt mot att svensk matematik-
undervisning i hog utstrackning ar liromedels-
beroende. Men istallet for att kritisera laro-
medelsberoendet foreslar vi att vi ser det som en
tillgdng och ett medel fér att forbattra matematik-
undervisningen och kunskapsresultaten. Om vi vill
andra hur visst matematiskt innehall presenteras,
med vilket &mnessprak det ska presenteras och
med en tydlig progressionen av innehéllet sa har vi
i laromedlen en utmarkt plattform for forandring.

Enligt var erfarenhet 4r laromedelsférfattare och
forlaggare mycket receptiva for férandringar i
laroplaner och dessutom bendgna att ta till sig
forskning nar den presenteras pa ett anpassat
satt. De laromedelsserier vi granskat har fére-
faller ocksa har férbattrats 6ver tid, om an inte
tillrackligt. Vi menar darfér att det vore rimligt
att kursplan och kommentarmaterial skrevs sa
att de betydligt tydligare kunde stddja utveckling
av laromedel, atminstone for de allra viktigaste
matematiska innehallsomradena (inklusive de vi
har diskuterat i denna rapport).

Har finns det lander med kursplaner som skulle
kunna fungera som forebilder (Prytz, 2023a)
men det behdvs ocksé en anpassning till de
svenska traditionerna. Som vi tidigare har fore-
slagit (Helenius & Ahl, 2023) skulle ett satt att
kunna ta fram en sadan kursplan vara att férst

Liaromedel pa villoviagar?

ta fram ett kommentarmaterial som tydligt
beskriver och exemplifierar centrala begrepp
och dar forskning om kdanda missuppfattningar
synliggérs med tillsammans med férslag pa
hur sddana missuppfattningar kan férhindras
eller bemotas.

Sammantaget ser vi stor potential att uppfylla
skollagens krav pa en skola vilande pa veten-
skaplig grund genom laromedel vilande pa
vetenskaplig grund. Vi behéver dock se till
att laromedelsférfattare och forlag far det
stod som behdvs for att goéra genomgripande
forandringar i matematiskt innehall, &amnes-
sprék och sekvensering av matematiskt
innehall.
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