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Sammanfattning

Kursplanen i matematik ar en bilaga till grundskolans laroplan. Regeringen har
tillsatt en utredning som ska se 6ver bade laro- och kursplaner i syfte att gora
dessa mer tydligt inriktade pa fakta och &mneskunskaper samt béttre anpassade
efter barns kognitiva utveckling. I de nya laro- och kursplanerna ska utgang-
punkten vara amnets karaktar och vad som ar central kunskap i just det amnet.

[ amnena svenska och matematik ar till exempel fardigheter i att lasa och skriva
respektive rakna grundlaggande amneskunskaper medan fokus i de praktisk-
estetiska &mnena bor ligga pa praktiska och hantverksmassiga fardigheter och
formagor, snarare dn pa analyser och reflektion.

I bade denna och i tidigare rapporter argumenterar vi for skal att gora kursplanen
i matematik mer specifik. I denna rapport ger vi var syn pa hur ett sddant arbete
kan genomforas. Vi menar - i liket med laroplansutredningens direktiv - att det ar
viktigt att 6ka snarare an minska amnesspecificiteten i kursplaner. Vi menar att en
okad specifikationsgrad och ett okat kunskapsfokus kraver amnesspecifika over-
vaganden for varje amne, men inte minst i matematikkursplanen. Vi ser dock en
risk att formkrav och andra begrasningar riskerar att slata ut skarpa formuleringar
och tydliga kunskapskrav. For att sakerstalla att varje amne far tillrackligt tydligt
och amnesrikt innehall med 1dmplig progression foreslar vi att man inleder arbetet
med att forst skriva ett kommentarmaterial.

Ett sddant kommentarmaterial for ett 6kat kunskapsfokus kan tas fram av expertis
utan sarskild hansyn till andra amnen med andra kunskapstraditioner och annan
amnesdidaktisk bas. Ur ett sddant dokument kan sedan kursplanetext i lamplig
form tas fram. Kommentarmaterialet kan sedan fungera som en bakgrundstext
och ett forarbete som i olika sammanhang kan anvandas som stod.

Att skriva ett fullstdndigt sdidant kommentarmaterial ligger utanfér ramarna for
denna rapport. Vi foreslar i stéllet en 6vergripande struktur samt ger exempel
inom ndgra valda matematiska innehallsomraden pa hur kommentarmaterialet
kan se ut. Inom dessa omraden ger vi aven forslag pa hur en mer tydlig kurs-
planetext kan se ut.

En overgripande princip for var féoreslagna kommentarmaterialstext ar att den
ar skriven pa en hog professionell niva da den i forsta hand riktar sig just till
larare i amnet samt till andra professionella som laromedelsforfattare och larar-
utbildare. Genom en utvecklad och resonerande text med konkreta exempel
(inklusive rekommenderade matematiska representationer) och tydlig sekven-
sering av det matematiska innehallet menar vi att ett kommentarmaterial med
tillhorande kursplan har goda méjligheter att utveckla och forbattra svensk
matematikundervisning.
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Denna rapport ar strukturerad pa foljande satt:

Del I beskriver overgripande vad vi vill fora fram for en ny kursplan i matematik.

Men framfor allt vill vi forklara varfor det ar rationellt att skriva ett kommentar-

material fore kursplanen och vilka 6évervaganden som bor géras om kommentar-
materialets innehéall och form. Vart férslag bygger pa att grundskolans kursplan i
matematik huvudsakligen delas in i fyra kunskapsomraden:

1. Aritmetik och algebra Vi ar val med-

vetna om att

2. Funktioner, samband och algebra
en ny kursplan

3. Geometri och matning med tillhorande
kommentar-

4. Sannolikhet och Statistik material ar ett
stort och viktigt
arbete och gor

Som vi konstaterat ligger uppgiften att ldmna forslag inom samtliga omraden inte ansprék
utanfor ramarna for denna rapport. I del II gor vi dock ett forsoka att visa hur pﬁ att ha nagra

ett kommentarmaterial skulle kunna se ut inom nagra betydelsefulla delar av
det som eleverna pa grundskolan verkligen behover behérska. Vi lamnar ocksé
nagra konkreta forslag pa hur det centrala innehallet i en ny kursplan i mate-

fardiga 16sningar.
Vivill i stallet visa

matik for grundskolan skulle kunna formuleras inom dessa delomraden. pﬁ hur graden av
tydlighet och hur

I den avslutande del III presenterar vi en mojlig disposition for ett mer tydligt progressionen kan

kommentarmaterial som grund for en ny kursplan i matematik. Vi ar val med- forbittras.

vetna om att en ny kursplan med tillhérande kommentarmaterial ar ett stort
och viktigt arbete och gor inte ansprak pa att ha négra fardiga 16sningar. Vi vill i
stéllet visa pa hur graden av tydlighet och hur progressionen kan forbattras. Det
ar konstruerat som ett fullstandigt strukturforslag, det vill saga vilka rubrik-
nivder som vi menar ska ingd medan vart fordjupade forslag under del I kan
fungera som diskussionsunderlag om fortjansterna med att ta forst ta fram ett
tydligt kommentarmaterial och en darur framtagen mojlig kursplanetext.
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Inledning

[ foreliggande rapport diskuteras en ny kursplan i matematik fér grundskolan.
Det viktigaste budskapet i rapporten handlar om processen att ta fram en kurs-
plan. Sjalva kursplanen ér ett juridiskt dokument vars form &r hart reglerad av
olika ramfaktorer. Kursplanen finns som en del av eller bilaga till en laroplan, sa
sprak och innehéll i kursplanen kan behéva anpassas till laroplanen som helhet.
Kursplanen i matematik finns ocksé i ett sammanhang med andra amnen, och hur
kursplanen i matematik skrivs kan darfér behdva anpassas till en mer eller min-
dre generell kursplaneram. Kursplanen ar ocksa ett juridiskt dokument och kan
darfor behdva anpassas till sarskilda krav pa precision och tolkningsbarhet.

I alla de tre foregdende meningarna anvands uttrycket kan behéva anpassas. [
vilken grad sadan anpassning ska ske ar i sig ett viktigt vagval. Man kan se sadan
anpassning som en slags homogenisering, dar skillnader mellan skolamnen i hur
man ska skriva fram kursplanens innehéall utjimnas. I de senaste kursplanere- .
visionerna har detta homogeniseringstryck varit starkt (Helenius & Ahl, 2023; I en. Inter-
Prytz, 2023b). 2011 ars ldroplan med tillhérande kursplan i matematik foregicks nationell

av utredningen Tydliga mdl och kunskapskrav i grundskolan (Utbildningsdepar-  jamforelse star
tementet, 2007) dar det fanns explicita forslag pa tydliga kursplaneskrivningar, den svenska

en tydlighet som dock kom att tonas ned avsevart i den slutgiltiga kursplanen
(Helenius & Ahl, 2023). Det finns ocksa vardefulla beskrivningar fran personer
som varit involverade i tidigare kursplaneprocesser som illustrerar hur detta . . .
homogeniseringstryck skapar svérigheter i sjilva kursplanearbetet och rent av som sarskilt fattig
gor att ingen faktiskt vet vad det som star i den slutgiltiga kursplanen faktiskt pﬁ éimnessprék.
ska betyda (Jahnke, 2014, 2016). Kompromisserna har skett pa textniva utan fore- Tyd]iga

gaende 6verenskommelser om vad textens bokstav ska beteckna. Att kursplaner beskrivningar av

i olika amnen anpassas till varandra och till en gemensam ram innebar med nod-

kursplanen i
matematik ut

vandighet att olika &mnestraditioner och tillhérande professionellt &mnessprak vad .Som
tonas ned. Utan tvekan har det skett vid de senaste kursplanerevisionerna nar faktiskt ska
det galler matematikamnet, och i en internationell jamforelse star den svenska laras ut saknas

kursplanen i matematik ut som sarskilt fattig pa &mnessprak. Tydliga beskriv-
ningar av vad som faktiskt ska laras ut saknas (Prytz, 2023b, 2023a).

Diskussioner om homogenisering mellan &mnen hanger ocksa ihop med dis-
kussionen om vilken kunskapssyn skolans laroplan 6éver lag, och i férlangningen
undervisningen, ska formedla. Vi menar att narhelst en sddan diskussion sker
pa ett amnesovergripande plan ar risken att den kunskapssyn som mejslas fram
fungerar dimpande pa undervisning av specifika amneskunskaper. Vi menar att
det i olika &mnen finns olika kunskapstraditioner och att vad som till exempel
ar fakta och fardigheter inom ett sarskilt amne ar ndgot som hor den sarskilda
amnestraditionen till. I matematik, som ar amnet for denna rapport, finns en
mycket utvecklad sadan tradition.
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Lat kommentarmaterial
konstrueras forst

I den har rapporten kommer vi att behandla frdgan om hur en kursplan i matematik
kan konstrueras tillsammans med fragan om ett sa kallat kommentarmaterial. Inom
svensk skolstyrning finns en lang tradition att inte bara forlita sig pa de strikt reg-
lerade texterna, som till exempel skollag och laroplan, utan dven pa diverse typer av
stodjande texter som kan ga under benamningar som allménna rad, rekommenda-
tioner, beddmningsstod och kommentarmaterial samt inte minst laromedel. Stod
for tolkning av laro- och kursplaner har vanligen kallats kommentarmaterial och
det ar termen vi kommer att anvinda. Fragan om kommentarmaterialets relation
till laromedel och laromedelsproduktion ar central for denna rapport. Ett kommen-
tarmaterial ar vanligen en langre och mer utvecklad text an kursplanen som moti-
verar, utvecklar och forklarar kursplanens skrivningar. I Davidssons utredning som
foregick 2011 ars laroplan och tillhérande kursplaner diskuteras den viktiga roll ett
kommentarmaterial har, men ocksa att olika existerande kommentarmaterial inte
alltid sager sarskilt mycket mer an det styrdokument som kommentarmaterialet ska
forklara (Utbildningsdepartementet, 2007). Det menar vi i mycket hog grad

galler dagens kursplan i matematik och tillhdrande kommentarmaterial och vi
menar att ett skal till det kan vara att de som skriver kommentarmaterialet inte
vagar ta ut svangarna eftersom de inte vill riskera att gora tolkningar av sjélva
kursplan som kanske inte har stod'. Vi foreslar i denna rapport att kommentar-
material for olika kursplaner, och da sarskilt till kursplanen i matematik tas fram
fore kursplanen och far en roll motsvarande det som forarbeten har inom juridiken
och att kursplanetexten sedan harleds ur kommentarmaterialet.

Att gora pa det séttet ar inte helt oprovat. Nar forskolans laroplan Lpfo 98 skulle
revideras togs forst ett forslag fram av Skolverket som efter en hearing pa utbild-
ningsdepartementet skrotades. Istallet togs ett nytt forslag fram av en grupp pa
utbildningsdepartementet, ihop med en extern referensgrupp. I det arbetet kon-
struerades forst en bakgrundstext som senare publicerades under titeln Forskola

i utveckling (Regeringskansliet, 2010). Som jamforelse kan sagas att medan de skriv-
ningar som berér matematik i sjalva den fardiga reviderade versionen av forskolans
laroplan (1pf698 rev 2010) utgors av 72 ord, sa ar den forklarande och motiverande
texten om matematik i Forskola i utveckling 6ver 2 000 ord och tar bland annat upp
flera perspektiv som motiverat olika utvecklingsarbeten inom forskolans matematik
(Johansson, 2015; Ullsten Granlund, 2019) och 6verlag erbjuder viktiga tolknings-
ramar for kursplanetexten och satt att arbeta med forskolans matematik.

I relation till var inledande diskussion om homogeniseringstryck, erbjuder valet att
ta fram ett kommentarmaterial forst flera fortjanster. For det forsta behover inte
kommentarmaterial for olika &mnen i sarskilt hog grad vara lika varandra. Amnes-
experter kan ta fram utgangspunkter for &mnets undervisning fritt och formulera
sig i linje med amnets traditioner utan att i sarskilt hog grad snegla pa hur kommen-
tarer for andra amnen ser ut. Om man i ett senare skede vill gora sjalva kursplane-
texterna relativt lika, kan det goras i en slags reduktions- och koncentrationspro-
cess, med kommentarmaterialet som utgangspunkt. Om man fran formellt hall
framhaller det underliggande kommentarmaterialet som styrande och stédjande
har man da ett dokumentsystem som bade kan vara homogent och damnesspecifikt.

1: Personer involverade i produktionen av det senaste kommentarmaterialet har muntligt for oss bekréftat denna bild.
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Utgangspunkter for forandringar

De viktigaste utgangspunkterna for forandringar av kursplanen har presenterats

i ett antal rapporter som foregar denna rapport. Dels finns det indikationer pa att
ndr svenska kursplaner har varit tydligare inom ett sarskilt innehallsomrade (arit-
metik) sa har resultaten for detta innehallsomrade forbattrats, medan resultaten
for innehéllsomraden som har varit svagare beskrivna (algebra) har forsamrats. En
mekanism for detta var troligen laromedel (Prytz, 2023b). Laromedel ar en minst
sagt aktuell frdga. Bade den forra och den nuvarande regeringen har visat stort
intresse for laromedelsfragan. Den forra tillsatte en utredning? och den nuvarande
har tagit beslut om ett sarskilt laromedelsstod®. Ett generellt argument i diskus-
sionen ar att larare, skolor och skolhuvudman i fér hog grad undviker att anvanda
traditionella laromedel. I relation till matematikamnet har dock diskussionen lange
varit en annan, namligen att svenska lirare i for hog grad ar beroende, eller kanske
rent av styrda, av laroboken. Det finns data som visar att svenska matematiklarare
anvander laroboken mer an larare i de flesta andra lander (Mullis m.fl., 2012). Det
betyder att det ar rimligt att anta att det som star i lirobocker i matematik i hog
grad paverkar vad eleverna far méjlighet att lara sig. Det finns mycket goda skél

att tro att laromedelsproducenter ar mana om att folja kursplanerna. Det har dock
visat sig att det arbete laromedel kan gora i en forandringsprocess i hog grad beror
pa vad man vill férandra. I en tidigare rapport beskrev vi att den typ av mél som har
praglat svenska matematikkursplaner sedan 90-talet har svart att sla igenom i den
praktiska undervisningen (Boesen m.fl., 2014; Helenius & Ahl, 2023). Det handlar till
exempel om formagor som problemldsning som - trots att begreppet har funnits i
kursplaner i decennier - fortfarande férekommer sparsamt i laromedel (Jader m.fl.,
2020). Det innebar att bara en valdigt liten del av elevernas arbete handlar om pro-
blemloésning i den meningen att eleverna maste utfora kreativt matematiskt grun-
dade resonemang snarare an att imitera andra ldsningar (Jader, 2022). Internatio-
nell forskning har dessutom visat att dven i sddana fall dér laromedel designas for
att hjalpa larare att iscensatta kognitivt utmanande undervisning sé finns manga
skal till den verkliga undervisningen inte blir sddan som laromedelsutvecklarna
tankte sig (Charalambous & Philippou, 2010; Tekkumru-Kisa m.fl., 2020).

Eftersom forandringar som ror det matematiska innehallet i kursplaner, till skill-
nad fran férandringar som kan sidgas handla om undervisningskulturen i stort,
har visat sig bdde kunna paverka larobécker och undervisningen (Prytz, 2023b;
Prytz m.fl., 2022), sa menar vi att en kursplan och tillhérande kommentarmaterial
som i hogre grad specificerar det matematisk innehallet ar att foredra. Ett ytter-
ligare skal for att rekommendera en kursplan med mer specificerat matematiskt
innehall ar att det finns en stor mangd forskning med olika rekommendationer
om hur visst innehall bor undervisas. Som vi har visat i en tidigare rapport beak-
tas i stort inte sddan forskning nér det galler hur laromedel behandlar centralt
matematiskt innehéll som brak, multiplikation, proportionella resonemang och
algebra (Helenius & Ahl, 2024b). Ett kommentarmaterial bor darfor sarskilt noga
beskriva ett sitt att behandla det matematiska innehéllet som ligger i linje med
existerande forskning for att kunna inspirera laromedelsproducenter.

2: https://www.regeringen.se/rattsliga-dokument/statens-offentliga-utredningar/2021/08 /sou-202170/
3: https://www.regeringen.se/pressmeddelanden/2024/02 /regeringen-avsatter-658-miljoner-for-inkop-av-larobocker/
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Forslag pa struktur och innehall for
kommentarmaterial

En utgangspunkt for strukturen av innehdllet i kommentarmaterialet ar att det
behover vara valstrukturerat och anpassat for den tilltdnkta lasaren. Den tilltankta
lasaren ar larare, laromedelsforfattare och designers av dvrigt undervisnings- och
testmaterial, som till exempel designers av nationella prov. Om materialet ska halla
hog kvalitet vad galler amnes- och undervisningsdidaktiska riktlinjer kan det inte
skrivas med ambitionen att lekman, foraldrar och elever ska kunna forsta materi-
alet utan specialkunskaper. Vi ser att det ar lararnas och laromedelsforfattarnas
roll att mediera mellan kurplanedokument och dvriga intressenter. For nuvarande
kursplanedokument har laromedelsfoérfattarna i princip tolkningsféretrade over
vad som skrivs i kursplanen. Det vill vi andra pa. Laromedelsforfattarna bor fa
mycket tydligare instruktioner for innehall och progression genom ett kommentar-
material som publiceras fore kursplanen. Dessutom bor kommentarmaterialet vara
skrivet enligt principer for larande texter, for att skapa ett dokument som lararna
sjilva kan vanda sig till for att fa stod i att fatta beslut om sin egen undervisning.
Kommentarmaterialet bor ocksa vara sa omfattande och uppdaterat att det kan
anvandas som utgangspunkt for lararutbildning och vara med och styra lararut-
bildningens innehall.

En tydlig struktur av innehéllet

Laroplaner ar juridiska dokument som omgardas av ett regelverk éver hur
formuleringar far skrivas. Detta galler inte kommentarmaterial. Nar vi
beskriver 6vergripande struktur och innehall utgar vi fran hur texten i
kommentarmaterialet kan designas.

Kommentarmaterialets innehall designat som en
text for larande

Det finns ett valetablerat forskningsfalt som agnar sig it sa kallat larande undervis-
ningsmaterial (Ball & Cohen, 1996; Davis m.fl., 2014, 2017; Davis & Krajcik, 2005). Vi
menar att forskningen om larande undervisningsmaterial kan anvandas i designen
av kommentarmaterialet med avsikt att fa det att fungera som en kalla till kunskap
bade for larare och laromedelsforfattare. Vi forhaller oss i vart forslag till fem rikt-
linjer f6r hur man utformar larande texter (Ball & Cohen, 1996; Davis & Krajcik,
2005; Hemmi m.fL.,, 2013).

1. Den forsta riktlinjen handlar om allman kunskap om elevers strategier och

idéer och forslag till hur dessa kan bemotas i undervisningen. Har handlar det

om kunskap fran forskning om vad som orsakar elevernas forestallningar om
matematiska begrepp samt exempel pa vanliga felstrategier hos elever. I var
forra rapport (Helenius & Ahl, 2023) redogjorde vi mer noggrant an i denna
for vilka kunskaper fran forskning som finns om elevers missuppfattningar
och felstrategier. Den har aspekten behandlas éven i var foreslagna kommen-
tarmaterialstext men det finns utrymme att 6vervaga att lata den ta annu
storre utrymme.

Den tilltankta
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designers av
ovrigt under-
visnings- och
testmaterial,
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nationella prov.
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2. Den andra riktlinjen handlar om begrepp och fakta. Vi anvander genomgaende
en korrekt terminologi anpassad till att kunna férmedla specifika matematiska
och matematikdidaktiska fenomen. Vikten av korrekt terminologi har uppmark-
sammats i tidigare rapporter av Prytz (2023a, 2023b) och Helenius och Ahl
(2023, 2024Db).

3. Den tredje riktlinjen handlar om progression och samband. Vi visar i vart
exempel om proportionella resonemang hur en sddan progression i elevernas
begreppsforstéelse kan beskrivas i kommentarmaterialet till kursplanen. Saval
progressionen genom skoldr som sambanden mellan de matematiska idéer som
aterkommer i flera matematiska omraden. Vi skiljer pa nar ett matematiskt
innehall ska behandlas och nar eleverna forvantas beharska innehallet.

4. Den fjarde riktlinjen handlar om att etablera bryggor mellan teori och praktik.
Den syftar till att stddja larares autonomi att planera genom att knyta teori till
praktik genom att synliggora centrala idéer i laroplanen, vilket ar syftet med
kommentarmaterialet.

5. Den sista punkten som handlar om undervisningsdesign har vi valt att inte
beakta. Vi anser att laroplaner och kommentarmaterial ska styra innehallet i
undervisningen men inte larares design av undervisningen.

Kommentarmaterialets struktur

Kommentarmaterialets struktur ar en viktig komponent for anvandarvanligheten.
Vi foreslar en tydlig struktur av tre lingvistiska metafunktioner, den textuella, den
ideationella och den interpersonella (Halliday, 2014).

Den textuella funktionen utgérs av rubriknivaer som gor att ldsaren snabbt kan
hitta de avsnitt som intresserar henne.

De ideationella funktionerna bestar av de barande idéer som kommentarmaterialet
vill férmedla, det vill siga de matematiska ideerna i respektive avsnitt. Eftersom
dessa barande idéer ar av specifik matematisk och didaktisk natur behover spréket
vara precist och amnesspecifikt.

Den interpersonella funktionen utgors av tilltalet i kommentarmaterialet. For de
avsnitt som beskriver innehallet i undervisningen alterneras det mellan impera-
tivet ska och det mjukare bor. Skrivningar som undervisningen ska behandla och
eleverna ska beharska anvands flitigt, sarskilt i sddana fall dar vi menar att det
finns solid forskning for sitt att organisera undervisningsinnehallet som faktiskt ar
battre. Anslaget ar valt for att det inte ska uppsta nagra oklarheter for laromedels-
forfattare och larare i friga om det gar att gora lite friare tolkningar av innehall-
et an vad som ar skrivet for sddant innehall. Vi menar att det ar viktigt att bade
laromedelsforfattare och larare vagar lita pa att de gor ratt nar de strukturerar om
innehall i laromedel och undervisning efter beskrivningarna av progressionslinjer-
na i kommentarmaterialet. Nar vi sedan exemplifierar de matematiska innehallet
signalerar vi att har finns det storre frihet for laromedelsforfattare och larare att
valja uppgifter och problem att inkludera i laromedel och att organisera undervis-
ningen runt. Typer av uppgifter och problem, svarighetsgrad och vilka modeller
som ska stddjas av uppgifterna och problemen beskrivs. Men laromedelsforfattare
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och larare behover inte vélja just de uppgifterna och problemen sa linge de
uppgifter och problem de valjer vilar pd de matematiska idéer som enligt kom-
mentarmaterial och kursplan ska behandlas i undervisningen.

Om vart forslag

Att presentera ett fullstindigt forslag pa kursplan och kommentarmaterial éver-
stiger vida vad som kan goras inom denna rapports ramar. Vi kommer darfor att
noja oss med att ge ett forslag till vilken struktur ett kommentarmaterial skulle
kunna ha samt exemplifiera mojliga skrivningar relaterat till ngra fa innehalls-
omraden. Skalet till att vi som har forfattat rapporten med en relativt begransad
arbetsinsats kan formulera forslag till kommentermaterialtext, ar att vi har valt
omraden inom vilka vi har stor praktisk erfarenhet, 6verblick éver forskningen
samt kunskap om hur praktiskt undervisning vanligen gar till (Helenius & Ahl,
2024b). Vi aterkommer i slutdiskussionen till vad som skulle kravas for att kunna
producera ett fullstindigt kommentarmaterial.

For att gora det majligt att inom en snav tidsram satta ihop ett forslag har vi foku-
serat pd matematiska omraden dér vi dr vél insatta i forskningen, hur det ser ut i
kursplanen i andra lander samt hur det ser ut i typisk svensk undervisning idag, till
exempel som det ar representerat i larobdcker. De omraden vi inte fokuserar pa ger
vi bara 6vergripande strukturforslag for hur innehallet kan presenteras. Vi har ock-
sé valt att skriva fram innehallet pa lite olika satt for de omraden vi har fokuserat pa
for att gora forslaget till ett annu battre diskussionsunderlag for hur ett kommen-
tarmaterial som tas fram fore eller i samband med att kursplanen tas fram kan se
ut. Rent konkret dr de omraden som beskrivs under Aritmetik och algebra struktu-
rerade som en omfattande bakgrundsbeskrivning om generella progressionslinjer
och foredragna sétt att presentera innehallet foljt av en relativt summarisk beskriv-
ning av exakt hur sekvenseringen ska goras dver de olika stadierna. Inom omradet
Funktioner, samband och algebra for delomradet proportionella resonemang ar det
i stallet en kortare overgripande text foljt av fylliga beskrivningar av vad som ska
behandlas och beharskas pa respektive stadie.

I denna version av kommentarmaterialsforslaget har vi inga referenser. Som vi
beskriver ovan i avsnittet om kursplanens konstruktion ar ett foredraget satt att
skapa en utvecklad slutnotsapparat, det vill sdga dar korta kommentarer om 6ver-
vaganden och forskningsbakgrund inte avbryter kommentarmaterialstexten som
sadan utan forflyttas till en sdrskild plats.

Formagor och inledande amnesbeskrivning

Vi foreslar att formdgebegreppet ska finnas kvar i kursplanerna i matematik och
diarmed aven i kommentarmaterialet. Vi foreslar att formagorna ska anvindas

som en huvudsaklig inriktning for undervisning och att kommentarmaterialet ska
beskriva varfor det ar bra att anvinda sddana formagebeskrivningar for att beskriva
undervisningens foredragna uppligg. Vi foreslar ocksa att det i beskrivningen av de
olika innehéllsomradena i kommentarmaterialet ska anges hur de olika férmagorna
inom just dessa innehall gestaltas. Detta kan till exempel innebara att beskriva vad
det innebdr att férstd och kunna anvinda begreppet multiplikation pa en relativt
hog detaljniva for olika stadier i elevernas begreppsutveckling. Det beskrivs till ex-
empel utforligt vad begreppsforstaelse inom det multiplikativa omradet innebér.
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Skolans algebra

Ett av de stallningstaganden som gjorts i denna rapport handlar om skolans
algebra. Algebra har traditionellt i praktiken handlat om att rakna med bokstaver
och i skolan aven delvis om att beskriva olika fenomen med hjalp av funktioner
och hantera dessa funktioner. I den meningen har ur ett grundskoleperspektiv
algebra huvudsakligen varit ett amne for hogstadiet. Men sedan 80-talet har en
idé om s kallad tidig algebra (eng: early algebra) varit dominant i den matema-
tikdidaktiska forskningen om skolalgebra. Denna idé gar huvudsakligen ut pé att
introducera algebraiska tankesatt s tidigt som mojligt i skolmatematiken, for

att dels ge eleverna tillgang till sddana kraftfulla sétt att tinka matematiskt, men
ocksa for att gora dvergangen till formell algebra mindre dramatisk. Svenska elever
har traditionellt presterat daligt pa internationella matningar inom omradet
algebra samtidigt som den svenska skolmatematiktraditionen inte heller har varit
sarskilt fokuserad pa algebra. Trots att man kan se att idéerna om tidig algebra
verkar ha paverkat bade tidigare kursplaner och utvecklingen av laromedel, sd
visar granskningar att laromedelsserier inte fullfoljer ett tidigt algebraperspektiv
och att algebra i senare arskurser blir allt mer av ett eget omrade, istallet for nagot
som anvands genom hela matematiken (Helenius & Ahl, 2024b, 2024a). I detta
material skriver vi darfor in algebraiska perspektiv i andra innehallsomraden,
istallet for att ha algebra som ett separat omrade. Intentionen ar att detta ska
paverka undervisningen och dven laromedel till att dels ta ett mer ordnat
perspektiv pa den tidiga algebran och dels utnyttja algebra pa ett mer integrerat
sitt i de senare arskurserna. Vi menar alltsd att detta forslag ska gora undervis-
ningen mer algebraisk.

Indelning av det matematiska innehallet

Att skapa en ny indelning av det matematiska centrala innehallet har inte varit ett
huvudfokus i skapandet av denna rapport. Som en konsekvens av diskussionen
om algebra ovan och diskussionen om férmagor, sarskilt problemlosning, ar det
dock rimligt att se 6ver indelningen av centralt innehall. Vi foreslar att alla om-
raden ska ha ett specifikt beskrivet algebrebraiskt sprak, dar sarskilt algebraiskt
fokus laggs inom omréadena aritmetik och Funktioner och samband. Darfor later
vi rubriknivan for dessa omraden vara Aritmetik och algebra, samt Funktioner,
samband och algebra. Ovriga omraden har vi valt att ge de prelimindra namnen,
Geometri och mdtning samt Statistik och Sannolikhet. Vi foreslar alltsa att dagens
indelning med Problemldsning som ett eget avsnitt under centralt innehall tas
bort och istéllet arbetas in som férmaga och dvergripande inriktning for under-
visningen i stort. Vi foreslar att det istallet skrivs en sarskild, utvecklad text om
varfor man bor organisera undervisningen genom just problemldsning samt hur
sddan undervisning kan se ut i praktiken och vilka didaktiska utmaningar det inne-
bar. Vi foreslar ocksa att beteckningen taluppfattning tas bort. Taluppfattning ar
ju en mansklig formaga, medan alla de andra centrala innehallen dr matematis-
ka omraden. Eftersom aritmetik dr den formella termen pa det innehall som har
avsetts med rubriken Taluppfattning och tals anvindning, sa menar vi att arit-
metik ar ett battre namn. Undervisningen i aritmetik ska naturligtvis syfta till att
utveckla taluppfattning och forstéelse for tals, och operationer pa tals, anvand-
ning i olika sammanhang. Detsamma géller fér de andra omradena. Inom omradet
funktioner forvantas eleverna utveckla funktionsuppfattning, och sa vidare.
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Bedomning

I vart forslag har vi inte tagit med négon diskussion om betygskriterier och be-
doémning. Det beror pa att det inte 4r mojligt att skriva ett sdadant omrade innan
det ar klarlagt hur framtida betygssystemet och system av bedomningskriterier
ska se ut. Fragan om hur betygskriterier ska se ut dr dock avgdrande. Vi foreslar
att det matematiska innehallet specificeras i betydligt hogre grad, sarskilt i kom-
mentarmaterialet. Att skicka betygskriterier som ar listor med allt sddant innehall
ar knappast onskvart. En mojlig skrivning ar att som idag ha féormagorna som
utgangspunkt, men att tydliga for varje stadie tydligare specificera pa vilket sétt
och i vilken utstrackning, vissa urval av det centrala innehallet ska bedémas for
de olika formagorna.
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Avslutande reflektion

Drivkraften fér denna rapport ar tesen att en framtida svensk kursplan i matematik
i hogre grad bor praglas av mer utforliga och precisa beskrivningar med amnes-
specifika uttryck och begrepp i kontrast till nuvarande kursplan (Prytz, 2023a).
Med syfte att underlatta for skolans planering och genomférande av matematik-
undervisning vilande pa vetenskaplig grund foreslar vi nu som i den tidigare
rapporten (Helenius & Ahl, 2024b):

*  Att solida resultat frin matematikdidaktisk forskning beaktas i ut-
formandet av kursplaner och kommentarmaterial.

* Att nya kursplaner i matematik foregas av ett kommentarmaterial
som konkretiserar innehéllet och progression i kursplanen samt
redovisar de vetenskapliga didaktiska dvervaganden som ligger till
grund for dessa stallningstaganden.

* Att kommentarmaterialet skrivs for att fungera som ett stod for bade
laromedelsforfattare och larare. Det ska tydligt framga vilket mate-
matiskt innehall som ska ingd i undervisningen och i vilken progres-
sionstakt innehéllet ska presenteras.

Vi ser en potential i den svenska traditionen dar ldrarna i stor utstrackning later
planeringen av sin matematikundervisning styras av matematikboken. Vi menar .
att dagens kursplan som baseras pa generiska uttryck och begrepp (Prytz, 2023a) Larafe. terlderar
inte ger tillrdcklig information till 1iromedelsforfattare. Bristen pa precision har att valja lattare’
resulterat i att matematikbdcker ser ganska olika ut (Helenius & Ahl, 2024b). Vissa ~ bocker till barn
elever arbetar med bocker som innehaller mindre utmanande matematik och fran socio-
begransas darmed i sin kunskapsutveckling. Det menar vi ar ett likvardighets-
problem da larare tenderar att valja 'lattare’ bocker till barn fran socioekonomiskt
svaga grupper och mer utmanande bocker till barn fran socioekonomiskt starka

ekonomiskt svaga
grupper och mer

grupper®. Darfor menar vi att en kursplan med tillhérande kommentarmaterial utmanande

med utforliga och precisa beskrivningar och med amnesspecifika uttryck ar ett bocker till barn

viktigt steg for att 6kad likvardighet i skolan. fran socio-
ekonomiskt

En ny kursplan bor behélla de matematiska formagorna som strukturerar nuva-
rande kursplan. Dels for att idén om att utveckla matematiska formagor (som i
andra lander ofta kallas kompetenser) ar allmant vedertaget och att lararna under
sedan 1994 har implementerat att beddma progression i formégor. Kursplanen
bor dock - tillsammans med sitt kommentarmaterial - bli mycket mer konkret
och tydligare beskriva hur formégorna ska tolkas i relation till de olika centrala
innehallen. Att gora en kursplan tydligare genom att i hogre grad specificera det

starka grupper.

4: Enligt opublicerade analyser av Kimmo Eriksson baserade pa data fran TIMSS 2015.

15



EN BATTRE KURSPLAN I MATEMATIK

matematiska innehallet kan ur ett implementeringsperspektiv fa starkt genom-
slag eftersom svenska matematiklarare i hog grad planerar sin undervisning med

hjalp av laroboken (Mullis m.fl., 2012). Tydliga signaler till laromedelsforfattare via

kommentarmaterialet forvantas ge forfattarna mojlighet att generera laromedel
som tydligt speglar intentionerna i kursplanen.

En viktig skillnad mot nuvarande kursplan ar att i vart forslag slas det fast nar
eleverna ska borja arbeta med ett matematiskt innehéall och nar de forvantas
kunna ett matematiskt innehall. Vi har i vara exempel pa kommentarmaterial-
skrivningar influerats av de singaporianska kursplanerna och den engelska som
har 1dngt mer precisa beskrivningar av progression an den nuvarande svenska
laroplanen i matematik har (Prytz, 2023a). I var terminologi har vi inspirerats
av uttrycket mastery fran de Singaporianska kursplanerna och fluency fran den
engelska kursplanen. Vi anvander skrivningen att eleverna ska behdrska for att
signalera nér kunskaper ska vara uppnadda med sakerhet i anvindandet.

Avslutningsvis vill vi féresla hur arbetet for en ny kursplan skulle kunna se ut och
vilka som kan gora arbetet. Om vi utgar fran den har texten sa ar den samman-
stalld under en period pa tva manader da vi samtidigt har haft fullt upp med var
ordinarie forskning och undervisning. Att vi kan satta ihop en som vi menar
komplex text pa kort tid beror pa att vi redan har last tillganglig amnesdidatisk
forskning, bedrivit egen forskning om begreppsbildning, tankt alla tankar och
provat dem i undervisningskontext inom de omraden vi har valt att skriva om.
Vi har i denna rapport huvudsakligen beroért det matematiska innehallet tal,
multiplikation, algebra och proportionella resonemang. For att ta fram ett hel-
tackande kommentarmaterial behovs till exempel aven forskare och larare som
ar experter pa geometri, sannolikhetslara och statistik. Materialet behdver aven
forfinas, kompletteras och 6vergripande texter om skolamnets sarskilda under-
visningskaraktar ska skrivas. Dessutom behdver texterna provas ut tillsammans
med grupper av larare. Vi menar dock att ett sddant arbete bor kunna genom-
foras pa ca 6-12 manader om man forcerar processen maximalt. Darefter kan
man arbeta med fragan om sjélva kursplanens formulering. Vi menar att sjalva
det faktum att kommentarmaterialet ar en mindre formell text med lagre grad
av styrande funktion gor att den kan tas fram snabbare. Det ar ocksd mojligt att i

efterhand ta fram kompletteringar och justeringar utan att dndra kursplanen. Ett

sddant forfarande skulle kunna bidra till ett mer flexibelt styrsystem for skolans
matematikundervisning.
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Vart forslag till struktur pa ett nytt kommentarmaterial presenteras i del Il men
foreslas alltsd besta av foljande sju kapitel:

1. Inledning

2. Grundskolans arskurser

3. Aritmetik och algebra

4. Funktioner, samband och algebra
5. Geometri och matning

6. Sannolikhet och statistik

7. Avslutande kommentarer och forslag till fordjupning

I del II presenterar vi dock fordjupade forslag huvudsakligen inom tre av dessa
tankta kapitel: Grundskolans drskurser, Aritmetik och algebra respektive Funktio-
ner, samband och algebra. I dessa avsnitt presenterar vi forslag till texter som vi
ser som rimliga utkast for hur dessa avsnitt bor utformas. P4 liknande satt skulle
vi och andra forskare kunna fortsatta fylla pd med liknande texter och exempel
inom de ovriga kapitlen som tillsammans skulle kunna utgora ett riktigt tydligt,
forskningsgrundat och didaktiskt val utformat kommentarmaterial for alla rele-
vanta omraden som behover ingé i grundskolans kursplan i matematik.
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Inledning

[ foregdende del gav vi forslag pé att ett kommentarmaterial
kan ha féljande rubrikindelning:

1. Inledning

2. Grundskolans arskurser

3. Aritmetik och algebra

4. Funktioner, samband och algebra
5. Geometri och matning

6. Sannolikhet och statistik

7. Avslutande kommentarer och forslag till fordjupning

For att ytterligare kunna kommunicera pé vilken detaljniva vi tdnker oss att ett
kommentarmaterial skrivs ger vi i denna del av rapporten ett forslag pa utvecklad
rubrikstruktur, foljt av fem exempel pa hur konkreta avsnitt kan skrivas.
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Forslag pa utvecklad rubrikstruktur

1. Inledning
1.1. Om kommentarmaterialets struktur och hur det ar tankt att kunna an-
vandas
1.2. Om matematikens roll i skolan och amnets sarart som undervisningsamne
1.3. Om positioneringen av formagor som guidande fér undervisningens inriktning
1.4. Om algebra som ett 6vergripande perspektiv

2. Grundskolans arskurser
2.1. Forskoleklassens matematik
2.2.Matematiken i arskurs 1-3
2.3.Matematiken i arskurs 4-6
2.4.Matematiken i arskurs 7-9

3. Aritmetik och algebra
3.1. Tal

3.1.1. Talméangder

3.1.2. Tals storlek

3.1.3. Representationer av tal
Ikoniska representationer
Positionssystemet
Tallinjen
Braksystemet
Nagra andra representationer

3.2.Additiva strukturer
3.2.1. Innebdrden av addition och subtraktion och
de olika additiva situationerna
3.2.2. Representationer av addition och subtraktion med fokus pa
del-del-helhetsmodeller och tallinjen
3.2.3. Aritmetiska additiva uttryck och deras samband
3.2.4. Berakning av addition och subtraktion

3.3.Multiplikativa strukturer
3.3.1. Innebodrden av multiplikation och division och
multiplikativa situationer och representationer
3.3.2. Berakning av multiplikation och division och den distributiva lagen

3.4.Uttryck, likheter och ekvationer
3.5.Progression genom grundskolans stadier inom
delomradet aritmetik och algebra
3.6.Undervisningsexempel
3.7. Centralt innehdll inom aritmetik och algebra
3.7.1. Forskoleklass
3.7.2. Arskurs 1-3
3.7.3. Arskurs 4-6
3.74. Arskurs 7-9
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4. Funktioner, samband och algebra
4.1. Variabler och hur situationer kan representeras
med aritmetiska uttryck och ekvationer
4.2.Representationer av samvariation och koordinatsystem
4.3.Funktionsnotationen f(x) och hur den kan representeras i koordinatsystem
4.4.Proportionella samband och resonemang
4.5.Progression genom grundskolans stadier inom delomréadet funktioner,
samband och algebra
4.6.Undervisningsexempel
4.7. Centralt innehall inom funktioner, samband och algebra
4.7.1. Forskoleklass
4.7.2. Arskurs1-3
4.7.3. Arskurs 4-6
4.74. Arskurs 7-9

5. 5. Geometri och matning

5.1. Delomrade 1

5.2.Delomrade 2

5.3.Delomrade 3

5.4.Delomrade 4

5.5.Progression genom grundskolans stadier inom
delomradet geometri och matning

5.6.Undervisningsexempel

5.7. Centralt innehall inom geometri och matning
5.7.1. Forskoleklass
5.7.2. Arskurs 1-3
5.7.3. Arskurs 4-6
5.7.4. Arskurs 7-9

6. 6. Sannolikhet och statistik

6.1. Delomrade 1

6.2.Delomrade 2

6.3.Delomrade 3

6.4.Delomrade 4

6.5.Progression genom grundskolans stadier inom
delomradet sannolikhet och statistik

6.6.Undervisningsexempel

6.7. Centralt innehall inom sannolikhet och statistik
6.7.1. Forskoleklass
6.7.2. Arskurs 1-3
6.7.3. Arskurs 4-6
6.7.4. Arskurs 7-9

7. 7. Avslutande kommentarer och vidare lasning
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Forslag pa text till avsnitt 2:
Grundskolans arskurser

2.1 Forskoleklassens matematik

Det ar rimligt att ha olika fokus for grundskolans matematikundervisning i
skolans olika stadier. Forskoleklassen bor huvudsakligen dgnas at att begrepps-
liggora den grundlaggande matematiken och da foretradesvis aritmetiken. Det
betyder att skapa en kansla for tal, operationerna addition och subtraktion och
hur de hanger ihop, den vokabular som vi anvander for att beskriva tal, det vill
sdga ord for antal och ordning och den sa kallade talramsan, samt representa-
tioner av tal med siffror och till viss del dven talraden och tallinjen. Aven annan
matematik kan behandlas, men det dvergripande fokuset bor vara pé tal, som ar
den enda delen av matematiken som tenderar att stalla till problem i den senare
matematikundervisningen for elever med svarigheter. Undervisningen ska ocksa
laggas upp sa att elever far mojlighet att arbeta med matematiska problem och
delta i lararledda diskussioner dar elever beskriver sina tillvigagangssatt och
matematiska funderingar for varandra och tranar sig att lyssna och aterkoppla
pa andras verbalt presenterade matematiska resonemang.

2.2 Matematiken i arskurs 1-3

En stor del av den matematik som formellt introduceras i drskurs 1-3 bildar
grund for ndstan all annan matematik. Det finns alltsa skal att i de tidigare
arskurserna fokusera pa aritmetik, men arbeta med relativt fa uppgifter och
uppgiftstyper, som ska ha rollen att forankra de aritmetiska operationernas
sammanhang och koppling till tal snarare an att trana pa problemldsning i sig.
For omréadet Aritmetik och algebra ar det i hogre grad angivet att elever ska
behdrska olika delar av innehéllet 4n det ar i andra omraden i 1-3. Det beror pa
att aritmetiken och den inledande algebran utgdr en forutsattning for att kunna
folja den kommande matematikundervisningen i mycket hdgre grad dn annat
matematiskt innehall. Det ar dock fortfarande viktigt att innehall fran andra
omraden behandlas och anvands redan i drskurs 1-3 for att skapa ett rikt un-
derlag att hamta tillampningar och problemformuleringar fran.
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2.3 Matematiken i arskurs 4-6

I &rskurs 4-6 ar det viktigt att bibehalla fokus pa aritmetik och algebra och intro-
ducera det innehall som ar nytt men ocksa férdjupa kunskaperna inom det som
har forankrats i arskurs 1-3. I arskurs 4-6 ar det rimligt att sarskilt stort fokus gar
at till att arbeta med proportionella resonemang men aven med omraden inom
geometri, statistik och sannolikhet. Eleverna bor i hog grad trana pa att formulera
formellt kommunicerade skriftliga l6sningar, dér kravet pa formalitet och lasbarhet
gradvis Okar. Ett sddant forfarande starker fokuset p4 omradet samband och
funktioner, som nastan alltid ar i spel nar olika situationer ska matematiseras och
beskrivas med matematiskt sprak om de matematiska metoder som har anvants

i losningen. Ett 6kat fokus pa funktioner, samband och algebra gar darfoér hand i
hand med ett 6kat fokus pa matematisk formalism. Att skriftligt kunna beskriva
den matematik man jobbar med ar ocksa en viktig forutsattning for att lira sig
hantera mer komplexa matematiska problem, till exempel problem i flera steg,
dar det ar svart att halla hela 16sningsprocessen i huvudet samtidigt. Att tydligt
beskriva sina losningar, inklusive att vara tydlig med hur variabler ar definierade
och vilka matematiska samband som anvands, ar i sig ett satt att kunna hantera
en viss problemstéllning i mer komplexa talomraden, eller i algebraiska form.

2.4 Matematiken i arskurs 7-9

Fokus for hogstadiets matematikundervisning bor huvudsakligen vara att vidga
spektrat av problemstallningar som behandlas inom olika matematiska omra-
den, samt 0ka komplexiteten i de uppgifter som eleverna ska kunna hantera. Allt
det som har varit i huvudfokus i de tidigare stadierna maste kontinuerligt repe-
teras i arskurs 7-9. Sddan repetition bor huvudsakligen utgoras av grunderna i
aritmetik, funktioner och samband, inklusive de algebraiska komponenterna av
dessa omraden anvands i nya sammanhang.

Fokus for
hogstadiets
matematik-
undervisning bor
huvudsakligen
vara att vidga
spektrat av
problem-
stallningar som
behandlas inom
olika matematiska
omraden,

samt 6ka kom-
plexiteten i de
uppgifter som
eleverna ska
kunna hantera.
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Forslag pa text till avsnitt 3 och 3.1

Aritmetiken delas upp i fyra sammanhangande delomraden: Tal, Additiva
strukturer, Multiplikativa strukturer samt Uttryck, likheter och ekvationer. I alla
dessa omraden finns en algebraisk komponent som handlar om att se, anvinda
och representera struktur. Sidana strukturella komponenter behover inte bara
representeras med bokstavsuttryck utan handlar ocksé om att se och beteck-
na generella samband. Ett enkelt exempel ar att subtraktionen 5-3 = _ och det
Oppna additionsuttrycket 3+_ =5 ar tva olika satt att beskriva samma aritmetiska
problemstallning. Eller allmant att vilket som helst av uttrycken a+b = ¢, a = b-c
och b = c-a ar sanna sd ar ocksa de andra tva sanna. P4 den multiplikativa sidan
ar motsvarigheten att 3 - _ =15 och 15/3 = _ ar tva sitt att formulera samma
aritmetiska problem, och allmant att om om vilket som helst av uttrycken
a-b=c,c/a=bochc/b=aéirsannasa ir ocksa de andra tva sanna. Den alge-
braiska komponenten av detta handlar inte i forsta hand om att kunna produce-
ra de algebraiska uttrycken, utan om att férsta sambandet mellan operationer
pa detta strukturella satt. En sdrstéllning inom omradet har ocksa den distribu-
tiva lagen som kopplar ihop multiplikation och addition.

3.1 Tal

Tal &r matematikens mest fundamentala objekt. Vildigt manga matematiska
egenskaper anges genom att de mats med tal, som antal, ordningsfoljd, vinkel,
ldngd, area osv. Det giller aven manga saker i vardagslivet och inom vetenskap,
som temperatur, massa, lingd, dlder, tid, hastighet osv. Redan mycket sma barn
har en uppfattning om antal och under sin uppvaxt far de ocksd hora orden vi
vanligtvis anvander for tal, det vill sdga rakneord, i olika kombinationer. De far
aven se siffror som ar de symboler som vi typiskt sett anvander for att ange tal.

Det finns tre huvudsakliga dimensioner av progression inom omradet tal: Tal-
mangder, tals storlek och representationsformer av tal.

3.1.1 Talmangder

Den forsta dimensionen beskriver olika talmangder. Redan nar barn borjar skolan
har de vanligen en god kansla for de positiva heltalen, det vill saga 1, 2, 3..., som
de till exempel anvander nar de raknar antal eller anger ordning. Senare i skolan
lagger man till de positiva rationella talen som till exempel tre fjardedelar eller
fem sjundedelar (vi aterkommer till diskussion om hur detta kan goras). Darefter
kompletterar man vanligen med negativa tal som till exempel -7 och negativa
rationella tal. Mot slutet av grundskolan far eleverna dven en viss kontakt med de
reella talen men huvudsakligen endast via nagra specifika reella tal som inte ar
rationella (till exempel pi) eller via system av reella tal som till exempel roten tva,
roten ur tre och sa vidare. De djupare egenskaperna av rationella tal respektive
reella tal behandlas vanligen inte i grundskolan och inte heller den storsta klas-
sen av tal - de komplexa talen.
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3.1.2 Tals storlek

Den andra dimensionen handlar om talens storlek, framforallt nar det galler de
positiva heltalen och framfor allt nar det galler att utféra aritmetiska operationer
pa dessa tal. Traditionellt brukar ganska mycket av aritmetikundervisningen
struktureras genom att relativt ldangsamt 6ka storleken pa de tal som elever ska
kunna operera med. Men det ar antagligen battre att mycket tidigt, det vill saga
fran arskurs 1, arbeta med tal upp till 100 eller 1 000 eftersom mycket av den
viktiga struktur som eleverna ska vénja sig vid inte uppkommer om man haller
sig till sma tal under 10 eller 20.

Elever ar redan innan skoldldern vanligen bekanta med bade smé tal, som 1, 2 och
3 och stora tal, som 250 eller 1999. Kanske i form av priset pa ndgon vara. Den
centrala podngen med att &nda arbeta sarskilt med sma tal i omradet 1-10 och
senare 0-20 handlar om att sddana tal direkt ar visualiserbara som mangder av
objekt och att den aritmetiska struktur, det vill saga vissa talfakta och tabellkun-
skaper, som man kan lara in inom detta talomrade senare ateranvands vid berak-
ningar inom storre talomraden. Kopplingen mellan intuition och visualisering &
ena sidan och hur tal kan representeras med matematisk notation, det vill saga
siffror och symboler, 4 andra sidan ar enklare att erévra nar man arbetar med
sma tal som det gar att ha visuell 6verblick dver.

3.1.3 Representationer av tal

Den tredje dimensionen av progression handlar om vilka representationer som
anvands for att beteckna tal. Nedan beskrivs de viktigaste representationerna.

Ikoniska representationer

Verbalt anvands ju rakneorden, och aven ord for ordning, som forsta, andra,
tredje osv, tidigt i barns utveckling. Men hur betecknas tal? Det vill saga hur kan
man visa vilket tal man avser utan att saga det med ord? Till en bérjan kan man
sdga tal betecknas med det de betecknar vill saga antal saker. Det vill saga nar
man ska beskriva antalet fem s kanske man visar fem saker eller fem fingrar.
Ett liknande satt att beteckna tal ar med ikoniska former, till exempel fem
streck for att beteckna fem.

Figur 1. En ikonisk representation av talet fem i form av (en ritad bild av) fem
saker som ocksa illustrerar att fem kan byggas av tre och tva och att fem kan
delas upp i tre och tva.

25



EN BATTRE KURSPLAN I MATEMATIK

Forslag pa text till avsnitt 3 och 3.1

Figur 2. Tkonisk representation av femkamrater, det vill saga olika uppdelningar
av talet fem.

Positionssystemet®

Nésta system som dyker upp ar vart tiopositionssystem, det vill sdga nar vi an-
vander tio siffror O till och med 9 och staller dem i en sarskild ordning och dar
ordningen far betyda nagot sarskilt (13 betyder till exempel 10 + 3). Med hjalp av
positionssystemet kan man beskriva hur stora positiva heltal som helst. Lagger
man till ett minustecken framfor s kan vi ockséa beteckna negativa tal. Genom
att lagga till ett decimaltecken och siffror efter, kan vi ocksa beteckna tal mellan
heltal, sarskilt tal mellan noll och ett, som till exempel 0,5. Positionssystemet ar
extremt anvandbart nar man vill géra berdkningar med addition och subtraktion.
Det finns ocksa en enkel princip for att kunna bestimma hur stora tal och for att
avgora vilket av tva tal representerade med positionssystem som ar storst.

Tallinjen

En annan viktig representation att ta med tidigt i utvecklingen ar tallinjen.
Eftersom tallinjen dr en viktig representation som inte alltid undervisas pa ett
sammanhangande satt sa behandlas den noggrant har. Med hjalp av tallinjen
kan man beteckna tal med hjalp av positioner, langder och forflyttningar, alltsa
inte bara antal. Det har séttet att tinka pa tal anvander en annan del av hjarnan
an den som bara kopplar ihop tal med antal, nimligen sddan kognition som har
med rumsuppfattning att gora. Darfor starker systematisk anvandning av
tallinjen taluppfattningen.

5:1ett fullstandigt kommentarmaterial ska positionssystemet behandlas pa ett fylligare sitt, ungefér i samma detaljgrad som
tallinjen och braksystemet nedan.
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Figur 3. Tallinjen tillsammans med en ikonisk representation av antal med illustra-
tioner av uppdelning av talet fem. Tallinjen kodar samtidigt tal som positioner,
langder och forflyttningar, och ger alltsd ihop med antalsstrukturen fyra olika
sétt att se pa uppdelning av fem i tva och tre. Figuren ar inte nédvandigtvis sar-
skilt instruktiv for elever, men kan vara forklarande for larare.

Tallinjen kan ocksa anvandas for att motivera att det ska finnas tal mellan till
exempel fem och sex och att det ar sjilva verket finns hur manga sddana tal som
helst som kan ligga hur tatt som helst. Se figur 4, tallinje D och E, nedan. Tallinjen
ar ocksa ett viktigt hjalpmedel for att hantera och forsta olika huvudrakningsstra-
tegier for addition och subtraktion. D4 tallinjen anvéands for att introducera brék,
vilket dr rekommenderat, sa fir man pa kopet att de tankemodeller som eleverna
har utvecklat for att hantera addition och subtraktion fortsatter att fungera nar
eleverna ska hantera brak. Tallinjen ar ett valdigt flexibelt matematiskt redskap och
alla tallinjer bygger pa en slags dubbelrakning av avstand. Vanligen satter man pa
tallinjen ut streck med samma avstand mellan, sedan bestimmer man vad en for-
flyttning mellan tva konsekutiva streck ska vara vart. Detta varde maste sedan vara
detsamma for forflyttningar mellan tva konsekutiva streck var som helst pé tallin-
jen. Figuren nedan visar fyra exempel, dar exempel A visar den enklaste formen av
tallinje dar varje mellanrum mellan tvd konsekutiva streck betyder 1.

A +—4—4——"—+—+——+——+——+———FF—1
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 12 13

B +—"A—" 14+ —+— 4ttt
0 20 40 60 80 ¢t 100 110

c +—4+—"+—"~+—+—t+—t+t+t+——t+—+—+—+—+
0 100 200 t 300

p +—+—+—"1+—"~+—"F—"F+—+——t+++t+t
0 2

E +—4+—+"F+—"t+—+—+—+—+—t+—+—+—+—+—+

0,5 t 08 0,7

F +—+———tt—tt+t+—+F+

t -1 0 1

Figur 4. Tallinjer.

Tallinje A. ar anviandbar for att vanja elever vid tallinjen och tallinjen bygger pa
positioner, forflyttningar och langder. En fraga som kan stéllas vid arbetet med
en sadan tallinje ar: Om jag stdr pad 5, hur manga steg dr det till 8 (3 steg)? Man
kan ocksa arbeta med tals helhet och delar, det vill siga att tal kan dekomponeras
och sittas ihop genom att se vigen fran O till 8 som uppdelat i hoppet 0-5 foljt av
5-8, ett fem-hopp och ett tre-hopp. Detta kan senare anvandas for att dela upp

addition av 8 i addition av 5 och 3. Detta leder i sin tur till en berakningsstrategi ”
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dar man ser 45+8 som 45+5+3. Forst adderas 45+5, vilket ar latt, och sedan 50+3,
vilket ocksé ar latt. Tallinjen ger alltsd en grundlaggande konceptuell struktur for
denna typ av viktiga tankemodell.

Tallinjerna B-F har alla egenskapen att avstandet mellan, eller forflyttningen
mellan, tva skalstreck ar ndgot annat an 1. For alla sddana tallinjer méste man
alltid fundera ut vad langden, hoppet, forflyttningen, steget etc mellan tva streck
betyder. Det behovs for att kunna avgora vilket tal pilarna pekar pa for respektive
tallinje. For tallinje B ar detta relativt enkelt. Man kan "med blotta 6gat" se att det
ar 10, 30, 50 osv som fattas mellan de angivna positionerna och att pilen pekar
pa 70. For de andra tallinjerna kravs mer avancerade 6vervaganden. For C kanske
man ser att positionen mellan 0 och 100 maste vara halften av 100 det vill saga 50
och att positionen mellan 0 och 50 maste vara hilften av 50, det vill sidga 25. Ett
hopp mellan tva streck ar alltsa 25. Det behdvs aritmetisk kunskap om att

100/5 =50 och 50/2 = 25 innan man kan hantera denna tallinje och till

exempel se att pilen pekar pa 25 mer an 200 det vill saga 225.

Tallinjerna D-F kraver férutom aritmetisk kunskap ocksa andra representationer
an den som vanligen anvands for att beteckna positiva heltal. For D kan man kan-
ske se direkt att strecket mitt emellan O och 2 maste vara 1. Men sedan &r det ju
tre hopp fran 0 till 1. Man behdover alltsa uppfinna tredjedelar for att kunna namn-
ge de olika positionerna och konstatera att ett hopp mellan tva streck har ska
vara en tredjedel som kan betecknas %, och tva sddana hopp ar tva tredjedelar,
eller %. Att namnge eller beteckna positionen som pilen pekar pa kan dé goras pa
tva sitt, antingen rdknar man alla tredjedelar fran 0 och far 7/3, eller sa ser man
att pilen ar en tredjedel efter 2 och beskriver det som 2 och %, betecknat som 2%.
Detta ar generellt ett mycket bra satt att introducera brak och braknotationen,
som gor att den annars besvarliga dvergangen fran egentliga till oegentliga brak
aldrig behover uppkomma.

Tallinje D ar bara betecknad med heltalen 0 och 2, men ar i sjalva verket en intro-
duktion av brakbegreppet. Det ar for att det i sjilva verket ar 1/3 mellan varje par
av tva pa varandra foljande skalstreck. For att kunna siga vilket tal pilen pekar pa
behdver man alltsé tredjedelar och kan antingen saga talet i fraga dr 1/3 mer an 2,
det vill sdga 2 1/3, eller sa kan man rakna antalet tredjedelar fran 0 och sdga att
talet ar 7/3.

For att hantera tallinje E behover man vissa kunskaper i decimalsystemet. Det finns
ju inget tal pa formen 0,S (S en siffra, 0, 1, 2 9) mellan 0,5 och 0,6, utan eleven maste
veta att sddana tal maste ha fler decimaler. Ett generellt sitt att hantera fragan ar
att observera att det ar 5 hopp mellan 0,5 och 0,6, det vill sidga att varje sddant hopp
ska vara vart 0,1/5 = 0,02. Pilen pekar pa talet 0,02 fore 0,6, det vill saga 0,58.

Tallinje F visar ett exempel pa negativa tal, och det ar inte ovanligt att introdu-
cera negativa tal via tallinjen.
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Braksystemet

En annan mycket central representation for tal ar brakrepresentationen. Brak
introduceras valdigt ofta med hjalp av ikoniska geometriska del-helhetsrepresen-
tationer, som till exempel brakcirklar samt med del-av-antalsrepresentationer.

B 00 0

Det finns 5 saker. 2 saker ar markerade.

2 Antalet delar som ar markerade
ska sta Over brakstrecket

5 Antalet lika delar som figuren ar

Det hela ar 5 lika delar. 2 ar markerade. delad i ska sta under brakstrecket

Figur 5. Del-helhetsrepresentationer som utgangspunkt for brak.

Med denna ingdng ska antalet lika delar som en figur delas i sta under brak-
strecket och antalet markerade delar std 6ver brakstrecket. Denna ingang till
brék ar varlden 6ver dominerande, men samtidigt ar det vildokumenterat att
den leder till mdnga missuppfattningar och att den skapar en idé om brakbe-
greppet som ar svar att utveckla. Bland annat leder detta satt att hantera brak
till att elever inte uppfattar att brak ar tal och att brak uttrycker ett multiplika-
tivt forhallande. Brak uppfattas i stallet ndgot helt eget. Det ar ocksa vanligt att
brék ses som tva tal, i sjalva verket tva antal, och den intuition som elever byggt
upp fran arbete med heltal motverkar att de utvecklar intuition for att brak

ar tal som fungerar som vilka tal som helst. Det ar ocksa svart att forsta vad
multiplikation av tva brak skulle betyda om man ser brakformen som en slags
beteckning av en geometrisk figur dar vissa delar ar utvalda. Vad skulle

till exempel "tva av fem multiplicerat med en av tre" kunna betyda?

Figur 6. Om brak tolkas som del-helhetsmodeller ar det omojligt att forsta vad
multiplikation av tva sddana ska kunna betyda.
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Ett dilemma for undervisningen ar att del-helhetsrepresentationerna &r sa vanliga
och ofta anvands i tester. Dessutom ar del-helhetsrepresentationer enkla att forsta
for elever initialt. Men som sagt leder del-helhetsmodellen till problem senare i elev-
ernas kunskapsutveckling. Ett naraliggande alternativ ar att anvanda del-helhets-
representationer i form av langder, sarskilt kompletterat med brak pa tallinjen.
Att kunna anvanda tallinjen nar man ska introducera brak ar i sjalva verket ett
viktigt skél att introducera och arbeta med tallinjen redan i arskurs 1 eller tidi-
gare. Brak pé tallinjen har tva centrala fordelar. Dels formedlar en sddan modell
direkt att brék ar tal och att ett visst brik har en exakt storlek. Med del-helhets-
modeller tenderar en bild av att ett brak som nagot relativt att féormedlas. % av en
liten pizza ar ju mindre pizza an % av en storre pizza. Men detta ar en falsk bild av
brak som ett sarfall bland talen, for alla tal har ju den egenskapen i en motsvaran-
de tillaimpning. 2 sma pizzor ar ju ocksa mindre pizza an 2 stora pizzor. Den andra
fordelen med tallinjen ar att brak mindre 4n 1 och storre 4n 1 samsas inom samma
modell. Inom alla del-helhetsmodeller for brak ar det ett stort och svart steg att
utdka begreppet till brak storre dn 1. Det beror pa att man fran borjan utgar fran
det hela (som delas i ett visst antal delar). Det ar konstigt att tanka sig ndgot som
ar storre an det hela. I en tallinjemodell finns inget det hela. [ stillet ar det 1 som
ar enheten och som delas in i det antal delar man ar intresserad av.

Tallinjerepresentationen kan ocksa fungera som en konsistent modell fér multi-
plikation av bade heltal och brék (ndgot som i kommentarmaterialet behandlas
vidare inom omradet multiplikativa strukturer).

U-I -
N — 4
oo

ol — = 14—
-
|

Figur 7. Overst, en lingdmodell for brak. Underst, en tallinjemodell som inklude-
rar bade langder och positioner och direkt erbjuder méjlighet att behandla brak
storre an 1. Notera dven att man pa kopet far att 1 =5/5 och i generella termer att
1=a/a for alla a utom O.

Ovan har det beskrivits hur brakrepresentationen kan ges mening, till exempel
med hjalp av tallinjen. Brakrepresentationen tillhor ocksé ett symbolsystem -
braksystemet. Precis om tiopositionssystemet, som ar det mest kanda symbolsys-
temet i matematiken, erbjuder braksystemet mojligheter att behandla hur stora
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tal som helst. Med en hjalp av en liten samling grundlaggande idéer och manipu-
lationsregler erbjuder braksystemet samma slags fortjanster. Braksystemet har
tva centrala fortjanster som undervisningen ska behandla. Den forsta fortjansten
ar aritmetisk och handlar om braksystemets formaga att hantera multiplikation
och multiplikativ invers. Att multiplicera i braksystemet innebdar att multiplicera
tdljare och ndamnare for sig, det vill siga & 5=725 .

Detta introduceras ofta inte férran pa hogstadiet, vilket troligen beror pa att
introduktionen av brak som del-helhetsmodeller tillsammans med introduktio-
nen av multiplikation inte erbjuder nagot enkelt sitt att forstd brakmultiplikation
vilket gor fenomenet alltfor abstrakt for att hanteras pa 1ag- och mellanstadiet.
Multiplikativ invers handlar om att fér nagot tal a (ej 0) hitta ett annat tal b sa att
ab = 1. Emedan det i positionssystemet inte ar uppenbart hur man till exempel ska
hitta den multiplikativa inversen till 3,2 ar det enkelt i braksystemet.

Braket a/b (varken a eller b far vara 0) har inversen b/a, for att det vill saga
%- §= % =1 eftersom "samma genom samma" alltid ar lika med 1i braksystemet
(0 undantaget) enligt tidigare resonemang pa tallinjen. Sa inversen till 16/5 (= 3,2)

ar 5/16 (= 0,3125, om man vill rakna ut det i decimalform).

Nasta fortjanst med braksystemet handlar om vilka matematiska situationer eller
fenomen som enkelt kan representeras i braksystemet. Braksystemet erbjuder ett
gemensamt satt att beteckna en mycket stor mangd olika multiplikativa situationer.
For alla mojliga kvantiteter a och b (utom 0) som dessutom kan vara matta i bade
samma eller olika enheter ar a/b en beteckning for:

* Vad ska man multiplicera b med for att fa a?
*  Hur mycket mer (multiplikativt) ar b an a?

* Vad ar skalningsfaktorn som skalar b till a?

* Vad ar férhdllandet mellan a och b?

e Vilken ar forandringsfaktorn som tar b till a?
e Vad ar kvoten mellan a och b?

*  Hur mycket b rymsia?
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[ avsnittet om proportionella resonemang utvecklas brakformens och braksyste-
mets anviandbarhet ytterligare. For kunna utnyttja braksystemets anvandbarhet
maste man dock ocksa kunna arbeta inom braksystemet. En viktig egenskap hos
braksystemet ar att samma tal kan representeras pa oiandligt ménga olika satt.
Detta galler inte for positionssystemet, dar varje tal har en unik representation®.
Det galler till exempel att 2/6 =%. Nar man skriver om % till 2/6 pratar man ofta
om att forldnga bréket och den omvanda ordningen kallas att forkorta. Det finns
viktiga skl att forlanga brak, till exempel nar man ska addera eller jamfora stor-
lekar pé olika brak. Men att forkorta brak har en sarskilt viktig roll eftersom det
ofta efterfrigas att brak som representerar rationella tal och har heltal och bade
taljare och ndmnare skrivs i enklaste form, det vill siga forkortas sa langt som det
ar mojligt. Nar brak introduceras med hjalp av del-helhets-modeller kan man for-
klara varfor 2/6 = % genom att hanvisa till att 2 delar av 6 tar upp lika stor del av
hela figuren som 1 del av 3. Det ar dock hogst oklart varfor inte % kan forkortas.
Finns det verkligen inte ndgot smart satt att dela in figuren som kan representera
en forkortning?

Figur 8. Del-helhetsmodeller erbjuder lag forklaringsgrad for nar brak kan forkortas.

Svaret ar nej, vilket kanske gar att fundera ut, men vad ar egentligen villkoret som
gor att 24 /36 gar att forkorta, men 23/36, 24/37 och 25/36 inte gar? Det ar svart
att forklara detta med schematiska bildsystem (del-helhetsmodellen), men enkelt
att forsta och hantera i symbolsystemet, férutsatt att undervisningen tidigare har
hanterat multiplikation av brak, att a/a = 1 och faktorisering och primtal. Inom den
begreppsvarlden finns ett exakt svar pa nar att brak kan forkortas. 2/6 kan forkor-
tas for att exakt for att det kan skrivas som % = % = 13 : % = % 1= % .Tallmanhet kan
ett brak a/b forkortas om a och b har minst en gemensam faktor (som inte ar 1).
Oma=ceochb=de ér%= %=% -§=%'1 =%. Har ar det uttryck i bokstaver, det

vill saga i en helt algebraisk representation, men redan olika exempel med specifika

6: Det finns ett undantag som dock inte berdr grundskolans matematik, ndmligen att 1=0,99999 (ett odndligt antal 9:or) och vari-
anter pa samma sak.
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tal anger monstret och kan ses som ett slags algebraiskt satt att resonera med tal i
brakform. 23/36 kan inte forkortas for att 23 ar ett primtal som inte har nagra
gemensamma faktorer med 36 =2 -2 - 3 - 3. 24/37 kan inte forkortas for att 37 ar
ett primtal som inte har nagra gemensamma faktorer med 24 -2-2-2-3.25/36
kan inte faktoriseras for att 25 =5 - 5 inte har ndgra gemensamma faktorer med
36=6-6=2-2-3-3.Men 24/36 kan forkortas foratt24=2-2-2-30och 36-2-

2 -3+ 3. Vikan alltsé gruppera ihop 2 2:or i bade taljare och namnare till 2/2 =1,
och en 3:a till 3/3 = 1. Kvar blir %. Observera att detta helst aldrig ska forklaras
genom att man stryker en 2:a i tdljaren och en i ndmnaren. Det bor alltid forklaras
genom att man skapar l:or i form av 2/2 eller rent allmant a/a.

Hantering av brakuttryck ar i sjalva verket sa viktigt och sa beroende av fakto-

risering att det i sig utgor ett skal att introducera multiplikation pa ett satt som
gor faktorisering och primtal mojligt att férsta redan fran borjan, en fraga som
behandlas senare i kommentarmaterialet.

Om man ska utnyttja denna finess miste man alltsa arbeta med faktorisering och
primtal i multiplikationsundervisningen innan eller samtidigt som man borjar att
arbeta med brak.

Braksystemets additiva egenskaper, det vill siga hur det fungerar nar man adde-
rar och subtraherar, behandlas under rubriken additiva strukturer.

Négra andra representationer’

Det finns ocksa andra representationer av tal som anvéinds i grundskolan. Tva av
dessa ar specialvarianter av brak. Decimalvarianten (decimalbrak) av positions-
systemet anvander system av tiondelar, hundradelar, tusendelar osv. Procentform
ar ett skrivsatt dar alla tal skrivs som hundradelar, som nar 0,5 =% = 50,/100 = 50 %,
eller 213 =21 300/100==21 300 % eller 0.0001 = 0.01/100 = 0,01 %. Uppgifter som
handlar om procent hér huvudsakligen till det omrade inom 4.2 Funktioner och
samband som heter Proportionella resonemang, men det kan finnas en sarskild
poang i undervisningen att poangtera att procentform som tal betraktat bara
handlar om att skriva ett tal som hundradelar, det vill siga N =N -100 %.

En ytterligare representationsform ar roten ur, Va. Roten ur ar samtidigt en
funktion och ett beteckningssatt. Roten ur som funktion har ingen sarskilt tydlig
roll i grundskolematematiken, men ar det funktion som for positiva tal x ordar ett
positivt tal Vx sddant att Vx? = x . Vad &r V4 har alltsa svaret 2. Men fragan vad ar
V2 har inget annat svar dn V2. Det ar den meningen rotbeteckningen ocksé &r ett
system fOr att beteckna tal som inte kan representeras exakt vare sig med brak-
systemet eller tiopositionssystemet.

7: En annan kritisk representation av tal och kvantiteter som hor grundskolan till ar den speciella notation vi anvander for att ange
tid med hjalp av timmar, minuter och sekunder, men denna ligger - precis som undervisning om klockan det ligger utanfor vad som
finns mojlighet att behandlas ii denna rapport.
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Forslag pa text till avsnitt 3.3

3.3 Multiplikativa strukturer

Nasta delomrade med redan nu mer utvecklade forslag till kommentarmaterial ar
avsnittet om mulitplikativa strukturer. Med detta avses huvudsakligen allt som
har med multiplikation och division att géra, men aven férhallanden, skalningar,
brdk och liknande. Nar det galler multiplikativa strukturer ar det inte s& enkelt att
sarskilja de situationer som motiverar begreppen och de representationer som
man kan anvanda for att motivera och hantera begreppen. Darfor beskrivs nedan
ett gemensamt avsnitt som behandlar bade situationer och representationer.

3.3.1 Inneborden av multiplikation och division och
multiplikativa situationer och representationer

Multiplikation och division introduceras ofta pa sitt som inte gor det uppenbart
hur operationerna hanger ihop. Division introduceras nastan enbart via tva olika
klasser av situationer. Den som ofta kommer forst ar uppdelning eller likadelning.
Om du har 12 saker som ska delas lika mellan 3 personer skriver du detta som
12/4 och far resultatet 4. Om man rent praktiskt ska hantera en sddan situation
kan man dela i turordning. Dela ut en sak i taget till person 1, 2, 3 och 4 och borja
sedan om. Nér alla saker ar utdelade raknar man hur manga var och en har fatt.

Figur 9. Uppdelning och likagruppering av 12 i 4 lika delar med 3 i varje del;
det vill sdga en situation som ger mening at uttrycker 12/4 = 3. Samma ikoniska
representationer kan ocksa representera gruppering av 12 i lika delar med 3 i
varje, sa kallad innehallsdivision kan da ge mening at uttrycket 12/3 = 4.

Den andra divisionssituationen ar likagruppering, som aven kallas innehallsdivision
eller matningsdivision. Denna divisionssituation handlar om att du har 12 saker som
ska delas upp i grupper sé att det &r 4 i varje grupp. Aven detta skrivs som 12/4 och
svaret ar 3. En viktig observation ar att uppdelningssituationen for 12/4 = 3 i figur 9
ovan, samtidigt representerar likagrupperingssituationen 12/3 = 4. Det finns alltsa
tva olika situationer, likadelning och likagruppering, som som hor till (4->0) till var
sitt aritmetiskt uttryck 12 /4 = 3 respektive 12/3 = 4 men som representeras av exakt
samma ikoniska bildrepresentation. Detta ar inget sarskilt for talen 3, 4, och 12
utan galler alltid, vilket man genom att resonera med hjalp av den i rektangelform
arrangerade bilden kan forsta. Det vill siga om a/b = c s& &r a/c = b och detta ir ett
generellt samband.
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Detta samband leder oss ocksa in pa multiplikation. Bland annat méjligheten att
forsta divisioner med den typ av rektangelmodeller som ses i figur 9 motiverar att
ocksd multiplikation bor introduceras med hjalp av rektangelmodeller. Rektangelfi-
guren i figur 9 kan ocksa anvindas for att ge mening at multiplikationerna 3 - 4 =12
och 4 - 3 =12 och kopplas till situationerna att ta 3 kopior av fyror, det vill siga av
grupper om 4 objekt, eller 4 kopior av treor, det vill siga av grupper om 3 objekt.
Med rektangelrepresentationen ser man dessutom direkt att12=3-4=4- 3. Inte
heller detta ar en egenskap som ar harledd just med hjalp av talen 12, 3, och 4
utan fran figurens form, det vill saga det géller allmént atta-b =b - a, det vill
saga att multiplikation ar en kommutativ operation.

Rektangelformationer behover inte skapas med diskreta och separerade objekt, som
i figur 9 ovan. Med fordel kan man anvanda enhetskvadrater, som i figuren nedan:

12=4-3 =4 Z=3

4

Figur10.12=3-4=4-3,12/3 =4 och 12/4 = 2 med enhetskvadrater i rektangelform.
En sddan trippel av aritmetiska uttryck kallas en multiplikativ talfamilj.
Fran enhetskvadrater kan man ocksa narma sig multiplikation och division med tal

som inte ar heltal. Betrakta till exempel 4 - 1%. I figur 11 nedan kan man se att 4 - 1%
kan klippas upp och omformas till 3 - 2 = 6, det vill saga vi kan se att 4 - 1% = 6.

1
]
' ) 4.1—=3-2=6
- |
1

Figur 11. Omgruppering av multiplikation.
Med denna kunskap kan vi nu ga vidare och fundera pa vilken multiplikativ talfamilj

som genereras om man startar med 4 - 122 = 6. Det ser vi i figur 12. Dar vi aven illus-
trerar samma sak med 1% ersatt med den alternativa representationen 3/2.
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6=4.1— E:']
4

m|w|o‘)
1l
N

Divisionen 6/4  Talet (braket) 3/2
Figur 12. Multiplikativa talfamiljer med brak.

Genom att tinka sig att sddana hir rektanglar kan ha vilka sidldngder som helst,
det vill sdga inte bara heltal eller brak, kan man inse att idén om multiplikativa
talfamiljer och det associerade sambandet mellan multiplikation och division
maste galla for vilka tal a och b men a - b = ¢ som helst (sa lange inget tal ar 0).

a
c c
c=a-b == ==b
b-2 a
C
b 3
—
E—— ¢ ]
\/
1 a
b /b T

Figur 13. Allmanna multiplikativa talfamiljer.

Detta kan anvandas for att utforska, och aven berakna, divisioner som man annars

inte kan hantera. De flesta elever kan exempelvis redan vid skolstarten inse att

2 - % =1. Tva halva ar hela saken. Ur sambandet ovan far vi da att 1/% = 2, vilket ar
en icke-trivial likhet. Sarskilt om man tanker pé division som uppdelning. Du kan ju
inte dela upp 1sak pa en halv person.

1 2 3 4 5 6 12
L] N BN (17 e .. HINNEEEEEEEEN
141 2:1 341 4.1 5-1 61 121
[ [ [ [ [ [] llll
an —H EEEEEE EmmE
22 3-2 6-2 4-3

Figur 14. Faktorisering och primtal.

Att utga fran rektangelmodellen vid multiplikation har flera andra férdelar. En
viktig egenskap hos rektangelmodellen ar att man redan innan man definierar
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multiplikation kan skapa uppgifter som handlar om tva av de mest fundamentala
aspekterna av multiplikation, namligen faktorisering och primtal. Man kan dela ut
olika méngder knappar, klossar eller andra likformiga féoremal och fraga: Vilka olika
fyllda rektangelformer kan du bygga av ditt antal? Till skillnad fran motsvarande
frdga inom det additiva omradet (se Figur 2) sa har den multiplikativa frdgan inte
nagra forutsagbara svar. 12 kan till exempel byggas till 1- 12,2 - 6 och 3 - 4 (samt

de kommutativa kopiorna) med for 13 finns bara 1 - 13. Det denna uppgift gor ar
att infora faktorisering, det vill saga att "multiplicera isar" tal. Att 13 endast har
faktoriseringen (i heltal) 1 - 13 betyder per definition att 13 ar ett primtal, som 2, 3,
5 och 7 ocksé ar.

En annan fordel med rektangelmodellen ar att man kan visa hur olika multiplika-
tioner hanger ihop, forst i sarskilda fall och sedan allmant. Om man inte annu har
memorerat 5 - 7, s kan man ju se att den multiplikationen kan byggasaven5 -5
ochen5-2.

5:7=7 5:7=5-5+5-2
Figur 15. Bygga multiplikationer av andra multiplikationer.

Genom att tillsammans i klassen bygga ihop den stora multiplikationsrutan nedan
kan man identifiera manga andra sddana monster, som till exempel att hela 7:ans
tabell kan byggas av 5:ans plus 2:ans.

Den stora multiplikationstabellen ar ocksa hjalpsam for att hantera divisioner,
och forklarar darfor varfor det ar sa viktigt att s smaningom kunna multiplika-
tionstabellerna utantill, vilket alltsa ocksa innebar att kunna den bakldnges, det
vill saga veta vilka tal 0-100 som finns som produkter av multiplikationer inom
omradet 0-10. Att anvidnda multiplikationstabellen for att hantera divisioner
bygger pa att divisionen a/b = _ kan formuleras som b - _ = a. Divisionen 42/6 = _
kan vi alltsa tdnka pa som den 6ppna multiplikationsutsagan 6 - _ = 42. For att 10sa
den behover vi bara folja raden for 6 i tabellen, tills vi hittar 43 och se att den star
i kolumnen for 7, sa svaret ar 7. Eller sa soker vi i sexans tabell i minnet och finner
att det ar 6 - 7 som ar 42.
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Figur 16. Den stora multiplikationstabellen.

Multiplikation och division behéver ocksa utvidgas till braksystemet. Som
beskrivet inom omrédet tal ovan, erbjuder braksystemet ndgra fundamentala

evalueringsregler och transformeringsregler, namligen:

.’]— E.E:E
at=a b d bd
a_ a_
1——a a 1
a b_
B a |

Figur 17. Evaluerings- och transformeringsregler i braksystemet.

Det ar med hjélp av dessa regler man ska hantera brak i multiplikativa samman-

EN BATTRE KURSPLAN I MATEMATIK

hang. Vi har redan tidigare beskrivit att forkortning och férlangning av brak (som i
praktiken ar en del i hur man raknar med brak) hanteras med hjilp av dessa regler

(det som aterstar ar division). Oavsett hur brak har introducerats ér det bast att
resonera med dessa regler i symbolsystemet nar brakdivision ska hanteras. Men

kan tanka pa processen som att forst inse att problemet ar att vi inte vet hur vi ska
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dividera med ett brak, sa vi neutraliserar nimnaren genom att multiplicera med
dess invers. Men for att inte hela brakat ska dndras maste vi multiplicera dven tél-
jaren med samma tal, det vill sdga namnarens invers. Vi anvinder alltsa invers och
att multiplikation eller division med det neutrala elementet i multiplikation (det vill
saga 1) inte paverkar en multiplikation eller division, tva ginger.

Figur 18. Brakdivision.

3.3.2 Berakning av multiplikation och division och
den distributiva lagen.

En ytterligare fordel med att huvudsakligen behandla multiplikation med en
rektangelmodell ar att ett av skolmatematikens viktigaste samband kan introdu-
ceras och anviandas redan pa lagstadiet. Den distributiva lagen kopplar samman
multiplikation och addition. I multiplikationen 6 - 7 kan 7 delas upp som 7 = 5+2.
Som man enkelt ser genom att dela isar den rektangel som motsvarar 6 - 7 kan
man alltsa skriva, och darmed berdkna 6 -7som 6-7=6-5+6 - 2.

EEREREE

-5
6 6
6-7)=6-6+2=6-5+6"2

6:7=6:(5+2)=6-5+6-2

Figur 19. Den distributiva lagen. Den additiva uppdelningen av 7 leder till en
additiv uppdelning av multiplikationen 6 - 7.

Detta samband kan ocksa anvindas bakldnges for att faktorisera additiva uttryck.

Bada de additiva komponenterna i uttrycket 30+12 innehaller en faktor 6 sa darfor
ar 30+12 = 6 - 5+6 - 2 = 6(5+2). P& den allmdnna nivan har vi alltsa att a(b+c) = ab+ac.
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Notera i figur 19 att parentesnotationen introduceras som en forenklad form av
en inringning. 5+2 ringas in for att beteckna att multiplikationen 6 - inte bara som
vanligt ska verka pa talet som stér direkt efter utan hela det som ar inringat.

Den distributiva lagen ar grunden for nastan all slags forenklad hantering av
multiplikations- och divisionsberakningar. Nar man hanterar 23 - 5 genom att
dela upp berakningen som 20 - 5+3 - 5, det vill saga genom att anvanda sig av

talsorter och positionssystemet, s dr det den distributiva lagen som forklarar
varfor det ar mojligt.

20 3
23 20 3

23-5=(20+3) 5=20-5+35
Figur 20. Distributiva lagen.

P4 liknande satt kan man dela upp 23 - 13 i fyra delar och dven visa den algebrais-
ka versionen av den distributiva lagen.

a
b
c+d c d

(a+b)(c+d) = ac+ad+bc+bd

a+b

ac+ad+ bc+bd

Figur 21. Den distributiva lagen i generell form.
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Aven metoder for division bygger pa samma sétt pa den distributiva lagen. Bade
nar det galler metoder som anvander talsorter och positionssystemet, som kort
division eller de flesta divisionsalgoritmerna. Undervisningen boér dock ocksa
behandla si kallad "chunking". Betrakta till exempel 896/8. Vi soker alltsa 10s-
ningen pa 8 - _ = 896.

Vi ser inte l6sningen direkt, men vi kan se att 8 - 100 = 800 ar en produkt av 8 som
vi bade enkelt kan rdkna ut och som far plats i 896. Med distributiva lagen har vi da
att 896 = 8 - 800+96. Vi kan nu se att 8 - 10 = 80 ryms i 96, s& 896 = 8 - 100+8 - 10+16.

Slutligen ser vi att 16 = 8 - 2, s4 896 = 8 - 100+8 - 10 + 8 - 2 = 8 - (100+10+2) = 8 - 112, det
vill saga svaret ar 112. I divisionsform har vi alltsé sekventiellt brutit isar division i
delar som vi kunde hantera, utan att ha en explicit plan for hur det skulle sluta.

896 800 96 800 80 16
—=—+t—=—4+—4+—=100+10+2=112
8 8 8 8 8 8

Figur 22. Uppdelning av divisioner.
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Forslag till text till avsnitt 4.4

4.4 Proportionella samband och resonemang

Det finns en kompetens som ar helt avgérande fér om elever lar sig den matema-
tik som vi arbetar med i grundskolan; formagan att hantera multiplikativa struk-
turer och proportionella resonemang med flyt. Den typ av problem som kan l6sas Det finns en

med hjalp av proportionella resonemang, utgér majoriteten av alla problem elever kompetens som
forvantas hantera med flyt fran arskurs 4 och upp till Matematik 1 pa gymnasiet. ar helt avgorande
Aven i fysiken, kemin och biologin ar proportionella resonemang helt centrala. for om elever lar

sig den matematik

Med proportionalitet menar vi en situation dar tva kvantiteter ar linjaira mot .
som vi arbetar

varandra vilket gor att du genom att multiplicera eller dividera kan finna det som .
sOks i problemet som ska 19sas. En proportion ar ett matematiskt begrepp som med i grund-
beskriver alla situationer dar ett linjaritetsforhallande finns mellan tva eller flera skolan,; f6rm5gan
kvantiteter som en likhet mellan forhallanden eller en linjir funktion i en eller att hantera

flera variabler. Proportionella resonemang ar den aktivitet som det innebar att
arbeta med proportioner. Proportionella resonemang ar den starkast samman-
bindande idéen i hela skolmatematiken. Den tar tid att utveckla begreppet linjari-

multiplikativa
strukturer och

tet som ar grunden for att ett proportionellt resonemang ska vara tillampligt. proportionella
resonemang
Proportionella resonemang anviands pa multiplikativa relationer. Enklare uttryck sa med ﬂyt.

talar vi om alla situationer dar vi behéver multiplicera eller dividera fér att komma
fram till svaret. Proportionalitet startar blygsamt i skolmatematiken med férdubb-
ling, halvering och skalning av enkla brak. Over tid, och genom arskurserna, tar
sedan de proportionella resonemangen successivt mer och mer plats. Det ar vl
ként att elever 6ver hela varlden har svart att utveckla formagan att resonera pro-
portionellt om brak, procent, féorhallanden, skalning, likformighet, trigonometri och
forandringshastigheter. Typiska problem som kan lésas med proportionella resone-
mang ar problem dar tva varden &r givna och det tredje saknas och ska raknas ut, si
kallat saknat-varde-problem. Problem av saknat varde karaktar genomsyrar skol-
matematiken eftersom det aterkommer inom alla matematiska omraden som ingar i
skolmatematiken. Proportionella resonemang anvands aven for att 16sa problem dar
eleven ska jamfora vilket forhallande som éar storre eller mindre &n det andra.

Progression i utvecklandet av multiplikativa proportionella resonemang ar val
beforskat. Eleverna behover ges mojlighet att kinna igen om situationer kraver ett
additivt eller ett multiplikativt resonemang. Nar eleven val har lart sig identifiera en
proportion behover hen generella strategier for skalning till den okanda kvantiteten.
Eftersom en proportion definieras som en linjar funktion eller en likhet mellan tva
forhallanden a/b = c/d, ar brakbegreppet helt centralt for elevernas utveckling av
de proportionella resonemangen. Sarskilt kunskap om brék som skalningsoperator
och multiplikativ invers ar helt avgérande for elevernas utveckling.
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Att beharska proportionella resonemang omfattar féljande kompetenser:

Proportionella
resonemang ar
* Eleverna kan avgoéra om en situation ar additiv, multiplikativ eller en den starkast
kombination av bada. sammanbindande

* Eleverna kan identifiera vilka kvantiteter som beskriver ett linjart forhal- idéen i hela

lande och anvanda proportionella resonemang for att losa situationen. skolmatematiken.

* Eleverna beharskar den symboliska representation som anvands for att
hantera proportionella resonemang.

* Elevernas kan explicit anvianda generella brakkunskaper nar de utfor
proportionella resonemang.

* Eleverna kan effektivt anvinda olika representationer for att utféra
proportionella resonemang.

I avsnittet progressionslinjer for proportionella resonemang beskrivs vad och
nar ett visst innehall ska arbetas med for att eleverna ska ges mojligheter att
utveckla proportionella resonemang och nar eleverna ska ha uppnétt sidkerhet
i resonemangen. I avsnittet exemplifiering av innehall illustreras progressions-
linjerna med olika uppgiftstyper och problem.
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Forslag till text till avsnitt 4.5:
Progression genom arskurs
1-9 inom omradet funktioner,
samband och algebra®

Arskurs 1-3

Enkla proportionella samband och skalningsoperatorer i

form av naturliga tal och deras rationella inverser

I arskurs 1-3 ska undervisningen behandla enkla proportionella resonemang som
bygger pa barns intuition for att dela lika, fordubbla och halvera méngder och
objekt samt skalning med naturliga tal. I undervisningen om skalning ingar att
arbeta med naturliga tal och deras invers. Det innebar att brak i form av ratio-
nella tal presenteras som skalningsoperator i enkla situationer som till exempel
dar en mamma bjorn har 3 ganger s méanga saker i sin ryggsack som lilla bjorn,
som alltsa har % s manga saker i sin ryggsack. Det gar bra att resonera med ord
om att ha tre ganger sa mycket och en tredjedel s& mycket men det ar viktigt att
sambanden formaliseras med matematiska symboler si att eleverna ges mojlighet
att tidigt borja vanja sig vid att matematisera situationer.

1
Lilla bjérn 3 Stora bjorn

— T
3

Banan 1 ? Banan

IR
NI

Apple 4 \3/' 12 Apple
a1
3
Figur 23. En diagrammatisk representation av proportionella relationer.

Ur definitionen av proportion som en likhet mellan tvé férhallanden a/b = c/d,
foljer att a -d = b -c. Undervisningen ska behandla varfor det i proportionena-d=b - c.
ar mojligt att halvera en faktor och dubblera den andra och fortfarande behalla
samma varde pa uttrycket, till exempel varfor 6 - 4 = 3 - 8. Har infors naturligt

att en etta, som ar neutral i multiplikation, kan skrivas som vilket naturligt tal
som helst, multiplicerat med sin invers. I det enkla, men algebraiskt viktiga fallet
'halva-dubbla’ anvander vi ettan 1= 2 - % tillsammans med kommutativa lagen for
att visa tranformationen 6 - % - 4 - 2 = 3 - 8. I just det har fallet, eftersom 6 aven

8: Hiar med betoningen av progressionen genom delomradet Proportionella samband och resonemang.
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delas av 3, finns det mojlighet att visa att 6 - % - 4 - 3 =2 - 12. Utan att formalisera
algebraiskt forbereds eleverna genom undervisningen pa att i arskurs 4-6 med
primtalsfaktorisering och kreativa ettor kunna generalisera omskrivningen av
heltalsuttrycka-b=a-1/c-b-c, dar a och b till en bérjan ar hela tal for att i
arskurs 7-9 generaliseras till att galla alla sorters matematiska uttryck.

Arskurs 4-6

Jamforelser mellan additiva och multiplikativa

I &rskurs 4-6 ska undervisningen behandla jamforelser mellan additiva och mul-
tiplikativa situationer. Sarskilt fokus ska laggas pé att ge eleverna mojligheter att
identifiera och sarskilja additiva situationer fran multiplikativa situationer. Under-
visningen ska explicitgéra det multiplikativa féorhdllandet i proportionella situa-
tioner och kontrastera det mot additiva situationer och andra icke-proportionella
situationer. Méalet ar att eleverna ska lara sig att analysera vilken matematisk idé
som den givna situationen vilar pa, oavsett om de har sett ett liknande problem
tidigare eller inte. Men att kunna identifiera en multiplikativ situation dar pro-
portionella resonemang ar tillimpliga racker inte. Undervisningen ska ocksa ge
eleverna generella modeller for att matematisera multiplikativa situationer for
att kunna berakna det som efterfragas i uppgiften eller problemet.

Identifikation av den multiplikativa relationen i forhallanden

Undervisningen ska tydligt definiera den multiplikativa relationen i brakkon-
struktioner och rationella uttryck. I arskurs 4-6 fokuseras undervisningen pa
multiplikativa heltalsoperatorer for skalning tillsammans med den motsatta
operatorn, inversen i form av rationella tal. Skalningsoperatorer bdde inom och
mellan matenheter ska anvandas och diskuteras med eleverna. Undervisningen
ska explicitgora att samma losningsmodeller kan anvandas for problem som delar
samma struktur. Synliggorandet av att samma losningsmodeller ar tillimpliga pa
alla saknat-viarde-problem som vilar pa en multiplikativ struktur problem kraver
en konsekvent symbolisk representation. Undervisningen ska visa tydliga kopp-
lingar mellan proportioner definierade som likheter mellan tva férhallanden, %=%
och brakrepresentationen.

Ett forhallande [eng. ratio] &r en multiplikativ relation mellan tva kvantiteter. Exem-
pel pa berdmda forhallanden ar till exempel relationen mellan omkretsen och dia-
metern for cirklar, som for alla cirklar i planet ar lika med talet pi (); sinus, cosinus
och tangens som beskriver relationerna mellan sidorna i ratvinkliga trianglar for
olika vinklar och det gyllene snittet. I alla namnda fall ar uttrycksformen en kvot.
Det ar kvoten mellan omkretsen och diametern, O/d, som betecknas med .

Undervisningen ska syfta till att elevernas konceptualisering n ar att det ar det
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konstanta forhallandet mellan omkretsen och diametern for alla cirklar i planet.
Narmevardet 3,14 har inte alls samma konceptuella inneb6rd. Det ar bara ett tal
som inte sager nagot om elevens forstaelse for vad forhallandet representerar. I
vardagligt tal betyder i att det att det ar lite mer dn tre ganger sa langt runt en
cirkelns rand (yttre kant) som langden rakt dver mitten pa cirkeln, diametern.

Symboliska representationer och generella modeller

Aven da undervisningen i arskurs 4-6 fokuserar pé hela tal ar det viktigt att un-
dervisningen redan nu ar tydlig med att a, b, c och d kan vara vilka uttryck som

helst. Detta for att undvika en missuppfattning om att generella rakneregler for
brak bara skulle galla hela tal.

alb i§ > om=oanX" 0.5 cos(x) x2 +1

;
4 3 a2 Y»robX" 67 sin()  2x3-4x

Figur 24. Exempel pa brakrepresentationer och rakneregler som galler for dem.

Sarskilt fokus ska laggas pa att sarskilja olika konceptualiseringar av brdak-
begreppet. Brak i betydelsen del av helhet, del av antal och tal pa tallinjen ar
introducerat i arskurs 1-3. I drskurs 4-6 ska undervisningen behandla brak som
del:del forhallanden och operatorer.

Undervisningen ska behandla att det ar skillnad pa del:del-férhéllanden och
del/helhetsbrak. Till exempel, om ett foretag anstéaller 11 kvinnor och 31 man
representerar del/helhets-braken 11/42 och 31/42 férhallandet mellan kvinnor
och man i forhallande till helheten. Om eleverna istéllet ska beskriva foretagets
konsfordelning ar det del:del-férhallandet 11:31 mellan kvinnor och mén som

ar relevant. Del:del-forhdllandet beskriver tva delar av samma helhet. Deras
summa utg6r helheten (har 42). Elever har visat sig ha svart att kidnna igen del:-
del-forhéllanden och att sarskilja dem fran egenskaperna hos del/helhets- for-
hallanden. Undervisningen ska ge eleverna mojlighet att arbeta med situationer
som kraver en overgang fran del:del- till del/helhets- forhallanden. Undervis-
ningen ska behandla de olika notationerna for forhallanden. Vi anvander bade
rakt brakstreck, snett brakstreck och kolon for att representera férhallanden.
Det ar mycket viktigt att eleverna forstar att de olika notationerna signalerar
ett forhallande. Oavsett vald notation sé galler generella rakneregler for brak. I
kommentarmaterialet har vi valt att anvanda kolon for del:del forhallande och
rakt eller snett brakstreck for del-helhets forhallande.

Undervisningen ska behandla brak som operator. Att kunna skapa en operator pa
formen b/a som transformerar (skalar) ett godtyckligt uttryck a till ett godtyckligt
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uttryck b ar sarskilt viktigt for elevernas utveckling av proportionella resonemang.
Forstaelsen for operatorn kan byggas via brak som multiplikativ invers (rakneregel 4).

Rakneregler for forhdllanden skrivna pa brakform:

1. Ett tal n kan skrivas i brakform som n/1.

2. a/b=c/dom och endast omad =bc ;b

3. ochd ar skilda fran noll

4. a/b-c /d=ac/bd ;b och d ar skilda fran noll

5. Etttal a/b har en multiplikativ invers som ges av (a/b)-1=b/a.

6. a/bc/d=a/b-d /c=ad/bc;bochd ar skilda fran noll

? Brak som operator anvands for att transformera (skala) ett god-
8 7  tyckligt tal till ett annat. Vi exemplifierar med fragan: Vad ska du
multiplicera 8 med for att fa produkten 7?

I det har fallet ar det 7/8 som du ska multiplicera 8 med for att
8 7 transformera attan till produkten 7.

)m_

Operatorn skapas % skapas genom att multiplicera uttrycket med den multiplika-

tiva inversen till 8, for att fa mellansteget 1, multiplicerat med 7, % ‘T= %

Att det fungerar sd har kan ocksa visas med hjélp av tre aritmetiska regler.

* Alla heltal kan skrivas som brak genom att infoéra det neutrala
elementet 11 namnaren, det vill sdga att 8 kan skrivas som % .

e Tvabrak som ska multipliceras far skrivas pa ett gemensamt
brakstreck %% )

* Kommutativa lagen galler.
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Undervisningen ska behandla det generella fallet for skapande av brdk som
operator. Aven dd undervisningen i drskurs 4-6 foretradesvis behandlar hela tal
ska undervisningen utmana elevernas begreppsforstaelse genom att visa att en
operator kan skapas av alla sorters uttryck. Detta for att lagga en grund for en
utvidgning av begreppet i arskurs 7-9.

a b

I arskurs 4-6 infors tildetecknet (~) for att signalera att ett proportionellt
forhallande mellan tva eller flera kvantiteter existerar.

Tva modeller for att hantera proportionella resonemang ska presenteras:

1. Tilde-tabellen for bygga-upp-strategier.

2. Kommuterande diagram for att matematisera sa kallade saknat-
varde situationer med skalning bdde inom och mellan enheter.

Vid sidan av dessa modeller kan lararen fritt vadlja att arbeta med andra modeller
som till exempel den singaporianska block-modellen for att ge eleverna ytterligare
verktyg att variera sina modeller och representationsformer.

Tilde~tabellen anvands for att bygga ihop en l6sning till en proportionell situ-
ation. Bdde multiplikativa och additiva resonemang anvands i I6sningar med
tilde~tabeller. Tabellen ar mycket effektiv da den ger stor frihet till eleven att
resonera om det givna problemet s lange det proportionella féorhallandet
respekteras. Vi exemplifierar med ett problem:

Igar kopte jag 12 bitar godis for 28 kronor. Idag ska jag gd tillbaka och képa samma
sorts godis till samma pris for 35 kronor. Hur mdnga godisbitar far jag?

Undervisningen ska behandla ett strukturerat satt att redovisa sina bygga-upp
strategier i form av en tilde~tabell. Eleverna ska skala om det proportionella férhal-
landet 12 bitar for 28 kronor pa olika satt tills de kan bygga ihop det till 35 kronor.
Det har ar en kreativ process och den enda matematiska regel eleverna behoéver
beakta ar att det forsta paret som eleverna har identifierat som den proportionella
relationen ska f6ljas at i skalningen. I varje steg i processen utfors antingen en
skalning av ett tidigare steg, eller sa adderas eller subtraheras tidigare steg.
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Vi anvander tildetecknet, ~, for att kommunicera att 12 st ~ 28 kr (ar proportionella).

st ~ kr
12 28
6 14
3 7
13+3=15 28+7=35

Figur 25. En tilde~tabell.

Varje rad innehaller en kombination av godisbitar och pris som ar proportionell
mot ursprungsrelationen, 12 godisar for 28 kronor, som stir dverst. Mélet ar att
identifiera antalet godisar eleverna kan kopa for 35 kronor. Genom att halvera
den proportionella relationen tva ganger, forst till 6~14 och sen till 3~7, nas all
information som behovs for att svara pa fragan. Halveringarna ar multiplika-
tiva operationer. Dessa kombineras med en additiv operation dar 28+7 adderar
upp till 35 och motsvarande antal adderar upp till 15, som ar svaret pa fragan.
Tilde~tabeller och bygga upp strategier kan anvandas pa alla proportionella
situationer dar ett saknat varde soks.

En proportion som en likhet mellan tva férhallanden bestar av fyra kvantiteter %=§.
Da ett varde saknas kan vi resonera oss fram till detta med hjélp av proportionella
resonemang inom eller mellan enheter i ett kommutativt diagram. Ett kommutativt
diagram skiljer sig fran tilde~tabellen da resonemangen ar enbart multiplikativa.
Det vill saga att inga additiva inslag finns s& som det gor i de bygga-upp strategier
som anvands i tilde-tabellerna. Vi anvander relationerna inom eller mellan de kvan-
titeter som utgdr proportionen i fraga. Ett kommutativt diagram kan anvindas som
modell for alla proportionella situationer. Men lat oss betrakta en av de enklaste av
alla matematiska situationer. En som eleverna arbetar med redan i arskurs 2.

Hur mycket pengar behéver du for att kRopa fem kakor som kostar fyra kronor styck?

Modellen kommutativt diagram kraver tre kinda kvantiteter och efterfragar en
okand som vi ska berakna, dar alla fyra kvantiteterna ar relaterade i en likhet av
typen ab = cd. Vid en forsta anblick pa fragan ser vi bara tva givna kvantiteter,

de 5 kakorna till priset av 4 kr/st. Men vi har implicit har fatt reda pa vad 1 kaka
kostar genom enheten kr/st. Faktum ar att det alltid finns en 'implicit etta' i mul-
tiplikativa situationer. En helt vanlig multiplikation, som till exempel, 3 - 5 =15 kan
ocksa skrivas 3 - 5=15 -1 eftersom 1 ar det neutrala elementet i multiplikation.

Sa& har modelleras kak-situationen i ett kommuterande diagram for proportionellt
resonemang dar kakor (st) ~kronor (kr).
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Kakor Kronor

N

Figur 26. Multiplikativa relationer inom och mellan enheterna i kak-kopet.

Uppe i vanstra hornet av var modell representerar ettan, 1 kaka och under ettan
skriver vi in kostnaden for kakan, 4 kr. Langst ned till vanster skriver vi 5, vilket
representerar 5 kakor. Nu har vi matematiska relationer i tva dimensioner. Inom
antalet aktuella kakor (vanster sida lodratt) och mellan antalet kakor och hur
mycket en kaka kostar (6versta raden vagrétt). De svangda svarta pilarna repre-
senterar resonemang Inom antalet kakor och inom antaler kronor. De bojda bla
pilarna representerar resonemang mellan kvantiteterna kakor och kronor. Ett
resonemang inom kak-kvantiteten innebér att eftersom 5 kakor ar 5 ganger sa
mycket som 1 kaka sd kan vi hitta kostnaden for fem kakor genom att multiplicera
4 kr med 5. Det gar lika bra att anvanda ett resonemang mellan kvantiteterna
kakor och kronor. Eftersom 1 kaka kostar 14 kr -> 1 - 4 kr kr sa kostar 5 kakor

5 - 4 kr. Att vi kallar diagrammet for kommuterande beror pa att vi kan ta oss fran
ovre vanstra hornet till det nedre hogra hornet pa tva siatt med samma resultat.

Det ar alltsa fritt fram att resonera bade inom kvantiteterna, vilket kan forstas en
upp- eller nedskalning av kakor och lata kronorna folja med. Att i stéllet utga fran
relationen mellan kakor och kronor kallas ocksa ett funktionsresonemang. Skal-
faktorn mellan enheter beskriver proportionalitetskonstanten i en linjar funktion
som utgar fran origo.

Undervisningen ska behandla sammanbindande matematiska idéer som aterkom-
mer inom olika matematiska omraden. Vi behover inte den har modellen for att
berakna att fem kakor kostar 5 kakor - 4 kronor (per kaka) = 20 kronor. Syftet med
modellen ar att visa att majoriteten av alla uppgifter fran arskurs 2, nar multipli-
kation infors, till arskurs 9 foljer en struktur kan férstas med den hir modellen.

Vi kan ocksa notera att om vi hade vetat att 2 kakor kostar 8 kronor och undrat

vad 5 kakor kostar, s hade vi modellerat med det kommuterade diagrammet
nedan dar vi inte kianner till vad en kaka kostar.
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Kakor Kronor
T
2 8
5 5
2 2
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Figur 27. Ett kommuterande diagram med skalningsoperator i brakform for
resonemang inom enheter.

Skalfaktorn inom enheterna kakor respektive kronor utgors av brakoperatorn %.
Resonemanget om proportionell skalning mellan enheter utgors av heltalsoperatorn 4.

Eleverna ska i arskurs 4-6 beharska skalning med heltalsoperatorer. I &rskurs
7-9 ska de aven beharska skalning med operatorer konstruerade av reella tal i
brakform. Det ar darfor viktigt att eleverna redan i arskurs 4-6 presenteras for
operatorer som inte ar hela tal.

Undervisningen ska lagga sarskild vikt pa att procent ar ett proportionellt multipli-
kativt samband dar vi relaterar till helheten 100. De bada presenterade modellerna
tilde~tabell och kommutativt diagram kan anvandas for alla situationer som beskri-
ver en procentuell forandring.

Undervisningen i arskurs 4-6 ska introducera enkla proportionella resonemang
om sammansatta enheter. En sammansatt enhet [eng. rate] ar ett forhallande dar
tva enheter som mater olika kvantiteter kombineras till en ny enhet. Hastighet,
kilopris och densitet dr exempel pa forhallanden som bestar av relationer som
sitts samman av matt som mater olika kvantiteter.

Sammansatta enheter ar ur konceptuell synpunkt sarskilt besvarliga eftersom
den redan faststallda relationen mellan tvd enheter gor det intrikat att relatera
den till en annan situation med samma sammansatta enhet. Sammansatta enhe-
ter behandlas djupare i arskurs 7-9, foretradesvis med funktionsdefinitionen av
proportionella resonemang som utgangspunkt for fordjupningen av begreppet
sammansatta enheter.
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Arskurs 7-9

Jamforelser mellan additiva och multiplikativa strukturer

samt en utvidgning av operatorbegreppet

I drskurs 7-9 ska eleverna beharska jamforelser mellan additiva och multiplikativa
situationer. Sarskilt fokus ska laggas pa att ge eleverna mojligheter att identifiera
och sérskilja additiva situationer fran multiplikativa situationer. Undervisningen
ska explicitgora det multiplikativa forhallandet i proportionella situationer och
kontrastera det mot additiva situationer och andra icke-proportionella situationer.
Eleverna ska kunna analysera vilken matematisk idé som den givna situationen
vilar pd oavsett om de har sett ett liknande problem tidigare eller inte. Under-
visningen ska utoka rackvidden for de generella modeller for att matematisera
multiplikativa situationer som har presenterats i arskurs 4-6.

Undervisningen om multiplikativa heltalsoperatorer for skalning och dess invers
utvidgas till att omfatta skalningsoperatorer i brakform generellt konstruerade
av reella tal eller uttryck. Anvandningen av skalningsoperatorer bade inom och
mellan matenheter ska anviandas och diskuteras med eleverna. Undervisningen
ska explicitgora att samma losningsmodeller kan anvandas for problem som
delar samma multiplikativa struktur. Synliggérandet av att samma l6snings-
modeller ar tillimpliga pa alla multiplikativa saknat-virde-problem som vilar

pa en multiplikativ struktur problem kraver en konsekvent symbolisk representa-
tion. Undervisningen ska visa tydliga kop;c)lingar mellan proportioner definierade

som likheter mellan tva forhallanden, % 5 och brikrepresentationen.

Identifikation av den multiplikativa relationen i sammansatta forhallanden
Undervisningen ska behandla linjaritet i sammansatta forhallanden. I &rskurs 4-6
har eleverna arbetat med enkla proportionella resonemang om sammansatta enhe-
ter. I arskurs 7-9 ska undervisningen ge eleverna mojlighet att férdjupa begreppet.
Ett forhallande [eng. ratio] ar ett uttryck av en multiplikativ jaimforelse mellan tva
kvantiteter. Exempel pa beromda férhallanden ér till exempel relationen mellan
omkretsen och diametern for cirklar, som for alla cirklar i planet ar lika med talet pi
(7). Relationerna mellan sidorna i ratvinkliga trianglar beskrivs med forhallandena
sinus, cosinus och tangens, som beskriver relationerna for varje given vinkel. Det
gyllene snittet beskriver forhallandet mellan sidor i en rektangel for att den enligt
myten ska se sa estetisk som majligt i betraktarens dgon.

Nér man bestammer sig for att definiera férhallande s har, sa har man inte angivit
hur férhéllandet ska uttryckas. [ exemplen ovan ar den vanligaste representationen
en kvot. Det ar kvoten O/d som betecknas med . Det ar darfor forhéllandet n kan
uttryckas som ett tal. Det ar forhéllandena mellan par av motstéende sida, narlig-
gande sida och hypotenusan som beskrivs med de olika kvoterna tangens, sinus
eller cosinus. Det gyllene snittet, kan beskrivas som férhallandet mellan sidorna

pa en viss rektangel eller genom likheten (a + b) / a =a / b. Det som vi ovan
bendmner som kvoter kan lika garna bendmnas brak eftersom de representeras
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med hjalptaljare, brakstreck och ndmnare. Generella rakneregler for brak géller
alltsa. En kvot tanker man vanligen pa som en outraknad division, men rent mate-
matiskt gar det inte att skilja ett brakuttryck fran en kvot. Alla brak ar férhallanden
och brak ar den vanligaste representationen for att uttrycka férhallanden.

Det som pé engelska kallas rate ar ett mer komplicerat begrepp. En rate upp-
kommer nar vi identifierar att i en viss situation galler alltid ett givet forhallande.
Typexemplet ar medelhastighet. Att nagot ror sig med en viss medelhastighet,

v, sdger ingenting om hur 1dng resan var eller om hur lang tid den tog, men det
sager att for varje tankbar resa med medelhastigheten v sa kan kvoten mellan
den fardade strackan och tiden det tog att fardas den beskrivas med v. Att has-
tighet uppfor sig pa det har sattet beror pé att vi har valt att mata hastighet med
en sammansatt enhet, det vill siga en enhet som &r konstruerad som ett forhal-
lande mellan tvd andra enheter. Det ar bara for fenomen som vi véljer att mata
med hjalp av en kvot av andra enheter som en rate kan uppkomma. Det ar alltsa
viktigt att notera att det inte sjalva fenomenet man mater som ar sammansatt av
andra fenomen. Rorelse ar alltsd inte i sig sammansatt av stracka och tid, vi bara
valjer att kvantifiera rorelse med hjalp av enheter for stracka och tid. Vilka feno-
men som mats med sammansatta enheter ar helt och héllet en fraga om hur vi
manniskor véljer att konstruera vara matsystem. Det finns alltsd ingenting i sig
som gor fenomenet rorelse annorlunda an fenomenet stracka. Med det faktum att
rorelse vanligen kvantifieras med hjalp av en sammansatt enhet skapar komplika-
tioner nar man ska rakna med rorelse som inte uppkommer nar man raknar med
strackor. Exakt samma svarigheter uppkommer for andra fenomen som vi mater
med sammansatta enheter, som till exempel densitet eller kilopris. Extra besvar-
ligt blir det med fenomen som mats med sammansatta enheter som har fatt egna
namn, som till exempel hastighet.

Undervisningen ska behandla komplexiteten i sammansatta enheter. For att
illustrera hur sammansatta enheter fungerar kan exemplet hastighet anvandas.
Nar vi sager att hastigheten ar 12 km/h si ar det ju inte uppenbart hur talet 12
(km/h) skiljer sig fran talet 12 (m). Men det ar stor skillnad eftersom 12 meter
plus 6 meter ar 18 meter i absoluta méatt, men 12 km/h plus 6 km/h har en oklar
betydelse. Om du ror dig i 12 km/h och 6kar hastigheten med 6 km/h sa fungerar
det matematiskt att addera hastigheterna. Men om du forst firdas en stracka
med 12 km/h och sedan en stracka med 6 km/h s& gir det inte att addera has-
tigheterna och fa ut ndgon relevant information. Aven medelvarden av sam-
mansatta enheter ar intrikata. Om du springer 12 km varannan dag och 6 km
varannan dag springer du i genomsnitt (12 + 6) / 2 = 9 km per dag. Men om du
varannan dag springer en viss stracka i 12 km/h och varannan dag gir samma
stracka i 6 km/h kan du inte anvanda samma medelvardesberakning for att ta
reda pa din medelhastighet. Medelhastigheten blir istallet 8 km/h.

Att identifiera vad som kan vara kruxet med att berakna medelhastigheten i en si-
tuationen dar du forst springer 10 km i 12 km/h och dagen efter gar 10 km i 6 km/h
kraver en djupare forstaelse av begreppen hastighet, tid och stracka, och deras
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relationer. Stricka ar en bilinjar funktion av tid och hastighet, s(v, t) = vt. Avstandet
ar alltsé proportionellt mot bade tid och hastighet. I situationer dar antingen tid
eller hastighet halls konstant kan man darfor forlita sig pa linjaritet. Men begreppet
hastighet ar mer komplicerat eftersom det ar en funktion av en stracka i forhallande
till den fasta tidsenheten en timme. Hastigheten ar alltsd omvant proportionell mot
tiden, nar avstandet hélls konstant. Detta ger att, i en situation dar avstandet ar
konstant, ar linjéritet inte ldngre tillimplig. Denna idé ar alltsd mer komplicerad an
direkta proportioner. Just darfor kan genomsnittshastigheter skapa ett epistemo-
logiskt hinder for elever som har befést sina l6sningsstrategier med utgangspunkt i
linjaritet. Ett vanligt felresonemang ar att eleverna anvander en aritmetiskt-medel-
varde-strategi, (12 km/h + 6 km/h)/2 = 9 km/h. Den sammansatta enheten kraver
dock att eleverna reder ut den totala strackan och dividerar den med den totala
tiden som anvands for att forflytta sig denna stracka. Total stracka ar enkelt,

10 km + 10 km = 20 km. Tiden ar varre. Spring-dagens tid ar 10 km/12 km/h och
ga-dagens tid ar 10 km/ 6 km/h. Den totala tiden ar 10/12 + 10/6 = 30/12 h=5/2 h.
Nu kan vi berakna medelhastigheten till 20/(5/2) = 8 km/h.

Resonemanget ovan belyser att det inte ar mojligt att berdkna ett genomsnitt av tva
genomsnittshastigheter, om inte de refererar till samma tidsintervaller. Precis den
inneboende sammansatta relationen mellan enheterna ar grunden {or begreppet
sammansatt enhet, som kilopris, densitet och hastighet. Sammansatta enheter
representeras med fordel som linjara proportionella funktioner dar taljarens enhet
beskrivs av y-axeln och nimnaren enhet beskrivs pa x-axeln. Aven d& undervis-
ningen ska behandla komplexiteten i sammansatta forhillanden kan man inte
forvanta sig att alla elever kommer kunna utfoéra korrekta resonemang i slutet av
arskurs 9 pa grund av begreppets komplexitet.

Algebraisk utvidgning av symboliska representationer och generella modeller
Undervisningen ska behandla att a, b, c och d kan vara vilka uttryck som helst.
Detta for att undvika en missuppfattning om att generella rakneregler for brak
bara skulle galla hela tal.

Sarskilt fokus ska precis som i arskurs 4-6 laggas pa att sarskilja olika konceptu-
aliseringar av brakbegreppet. I arskurs 4-6 har undervisningen behandlat brak
som del:del féorhallanden och operatorer med foretradesvis hela tal. I arskurs 7-9
ska konstruktionen av operatorer i brakform utvidgas till att omfatta alla reella
tal och uttryck.

7 1 alb 3 Yy o,anX" 05 cos(x) x2 +1
4 3 a 2 n=o Pn X" 67  sin(x)  2x3-4x
a.c_ac a_; a b_, a_c_ad+ch

b d bd a b a b d__ bd

Figur 28. Exempel pa brakrepresentationer och rakneregler som galler fér dem.
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Via undervisningen ska eleverna bli fortrogna med generella rakneregler for brak
och kunna tillimpa dem pa alla sorters kvotkonstruktioner.

Rakneregler for forhdllanden skrivna pa brakform:

1. Ett tal n kan skrivas i brakform som n/1.

2. a/b=c/d om och endast om ad = bc ; b och d ar skilda fran noll
3. a/b-c/d=ac/bd;bochd ar skilda fran noll

4. Ett tal a/b har en multiplikativ invers som ges av (a/b)™ = b/a.

5. a/bc/d=a/b-d/c=ad/bc;bochd ar skilda fran noll

TT
Eleverna ska beharska att transformera (skala) ett vilket .
godtyckligt uttryck som helst till ett annat. Till exempel: € n

b
Eleverna ska beharska det generella fallet for skapandet av L
brik som operator i brakform. a b

Undervisningen ska behandla generella modeller som sammanbinder matematiska
idéer som aterkommer inom olika matematiska omraden. I arskurs 4-6 introdu-
cerades eleverna till tilde~tabeller och kommuterande diagram med hela tal och
deras inverser (rationella tal) som skalningsoperatorer. I arskurs 7-9 ska eleverna
beharska att modellera en godtycklig proportionell situation fran alla matematiska
omraden som har behandlats under arskurs 1-9 med ett kommutativt diagram.

T
‘a
b

()

mio
<

c d

S

Figur 29. Ett generellt kommuterande diagram med skalningsoperator i brakform
for resonemang inom och mellan enheter.
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Del 111

Forslag till struktur
och rubriker en ny
kursplan 1 amnet
Matematik
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Kursplanens utformning

I enlighet med vara tidigare diskussioner menar vi att kursplanen i matematik kan
inledas med en relativt kort beskrivning av amnet och 6vergripande mal, ungefar
som idag. Vi menar dock att det ocksa bor finnas korta stadierelaterade texter
som beskriver det nagot olika dvergripande fokus fér undervisningen som vi fore-
slar for forskoleklass och de olika stadierna. Vi har dock inte utvecklat sddan
kursplanetext. Nedan presenterar vi alltsa bara exempeltext for vissa delar av det
centrala innehallet som vi har beskrivit i forslaget till kommentarmaterial i Del I1.
Vi foreslar att rubrikerna i kursplanen anger rubriker pa en finare nivé dn i dagens
kursplan, och att det centrala innehallet differentieras med det tva uttrycken
Undervisningen ska behandla... och Eleverna ska behdrska. Med denna teknik
tanker vi oss att vinna tva saker. Dels att det tydligare kan skrivas fram vilka
kunskaper systemet faktiskt slar fast att eleverna ska na. Men ocksa att man

med hjalp av att skiva fram vad undervisningen ska behandla tydligare kan styra
undervisningens inriktning, mot tex att anvanda vissa representationer och
behandla vissa sitt att resonera. Det gar alltsa pa sa satt att skriva in mer avan-
cerat innehdll, utan att det samtidigt stélls allt for stora krav pa vad eleverna ska
lara sig. Genom att avancerat innehdll introduceras tidigare far elever helt enkelt
mer tid pa sig att vanja sig vid detta innehall. Vi tdnker oss att for vart och ett av
de fyra stadierna forskoleklass, 1-3, 4-6 och 7-9 skapas en rubrikstruktur fér det
centrala innehallet som motsvarar det vi har tagit fram fér kommentarmaterialet.
Man kan i praktiken tdnka sig vissa variationer i rubriknivderna mellan stadier.
Exempelvis kanske man inte namner notationen f(x) i forskoleklassens centra-

la innehall. Men huvudsakligen kan man reglera innehéllet genom att férskjuta
mangd innehall mellan det som ska behérskas och det som ska behandlas.

Aritmetik och algebra

Tal Multiplikativa strukturer
Beharska Beharska
Behandla... Behandla...

Additiva strukturer
Beharska
Behandla...

Uttryck, likheter och ekvationer
Beharska
Behandla...

Vi foreslar att
rubrikerna i
kursplanen

anger rubriker pa
en finare niva an i
dagens kursplan,
och att det
centrala innehallet
differentieras med
det tva uttrycken
Undervisningen
ska behandla... och
Eleverna ska
beharska.
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Funktioner, samband och algebra

Variabler och hur situationer
kan representeras med aritmetiska
uttryck och ekvationer

Beharska

Behandla...

Representationer av samvariation
och koordinatsystem

Proportionella samband och reso-
nemang

Beharska

Behandla...

Geometri och matning
Delomraden

Beharska
Behandla...

Funktionsnotationen f(x) och hur Sannolikhet och Statistik
den kan representeras i koordinat- Delomraden
system

Beharska

Behandla...

Nagra exempel pa mojliga formuleringar

Skrivningar om multiplikativa strukturer for arskurs 1-3 skulle kunna formuleras
enligt nedan. Observera att det dr en avsevard skarpning relativt vad som star i
dagens kursplan, men att det mesta ar formulerat i termer av vad undervisningen
ska behandla. Avsikten med detta ar att styra undervisningen mot satt att hantera
multiplikativa strukturer som stimmer med forskningen pa omradet.

Multiplikativa strukturer (1-3)

Undervisningen ska tydligt och aterkommande behandla inneboérden av multipli-
kation och division samt hur operationerna hanger ihop med hjalp av situationer
och schematiska bildrepesentationer. Eleverna ska beharska att kinna igen multi-
plikativa situationer och kunna representera dem med schematiska bilder och
aritmetiska uttryck for multiplikation och division.

Undervisningen ska behandla faktorisering och primtal. Eleverna ska beharska
att faktorisera tal upp till 100.

Undervisningen ska tydligt och aterkommande behandla relationer inom multipli-
kationstabellerna 1-10 samt hur dessa kan anvandas for att berakna multiplikationer.
Eleverna ska beharska multiplikationstabellerna upp till 10 i praktiska sammanhang,
till exempel kunna anvanda sambandet 7 - 8 = 56 for att konstatera att 56/8 = 7.

Undervisningen ska behandla den distributiva lagen i form av ikoniska rektangelmo-
deller och hur den distributiva lagen kan anvandas vid multiplikationsberakningar.
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Undervisningen ska tydligt definiera den multiplikativa relationen i brakkon-
struktioner och rationella uttryck samt hur brékrepresentationer kan anvindas
som operator vid skalning och for att ange forhallanden.

I samband med undervisningen om forhallanden ska sarskilt fokus laggas pa att
introducera och sarskilja olika konceptualiseringar av brakbegreppet: brak i bety-
delsen del av helhet, del av antal och tal pa tallinjen, brak som matt, det vill siga
som del av en enhet och relationen till multiplikation, samt brak som operator.

Inom omradet Proportionella resonemang for 4-6 kan skrivningen se ut
enligt foljande:

Proportionella samband och resonemang (4-6)

Undervisningen ska behandla jamforelser mellan additiva och multiplikativa situ-
ationer. Sarskilt fokus ska laggas pa att ge eleverna mojligheter att identifiera och
sarskilja additiva situationer fran multiplikativa situationer. Eleverna ska beharska
hur olika multiplikativa och additiva situationer beskrivs med matematiska uttryck.

Undervisningen ska behandla att samma I6sningsmodeller kan anvandas for
problem som delar samma multiplikativa struktur, oavsett om problemen ar
aritmetiska, geometriska eller kommer fran nagot annat omrade. Undervisningen
i arskurs 4-6 ska introducera enkla proportionella resonemang om sammansatta
enheter, dar tva enheter som mater olika kvantiteter kombineras till en ny enhet.
Hastighet, kilopris och densitet ar exempel pa férhallanden som bestar av relatio-
ner som sitts samman av matt som mater olika kvantiteter.

Undervisningen ska behandla proportioner definierade som likheter mellan

tva forhallanden, ab = cd och att samma multiplikativ relation kan uttryckas som
a/c = d/b. Eleverna ska beharska resonemang om proportionella samband av typen
ab = cd och skalningsoperatorer i form av naturliga tal och deras rationella inverser.

Undervisningen ska lagga sarskild vikt vid att procent ar ett proportionellt
multiplikativt samband som relaterar till helheten 100.

For att illustrera progressionen mellan 4-6 och 7-9 beskriver vi ocksa
motsvarande text for 7-9.

Proportionella samband och resonemang (7-9)

Eleverna ska beharska att sarskilja additiva situationer fran multiplikativa situ-
ationer. Eleverna ska beharska skalning av multiplikativa situationer med reella
operatorer inom och mellan enheter for proportioner definierade som likheter
mellan tva forhallanden, ab = cd.

Eleverna ska beharska hur rakneregler for brak kan anvandas for att hantera pro-
portionella samband, samt att motsvarande metoder fungerar for alla kvotuttryck.

Undervisningen ska behandla proportioner definierade som funktioner

Undervisningen ska behandla linjéritet i sammansatta forhallanden.
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