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Sammanfattning

Kursplanen i matematik ar en bilaga till grund-
skolans laroplan. Regeringen har tillsatt en
utredning som ska se éver bade liaro- och kurs-
planer i syfte att géra dessa mer tydligt inriktade
péa fakta och &mneskunskaper samt béattre
anpassade efter barns kognitiva utveckling. | de
nya laro- och kursplanerna ska utgangpunkten
vara amnets karaktar och vad som ar central
kunskap i just det Amnet. | &mnena svenska
och matematik ar till exempel fardigheter i att
ldsa och skriva respektive rakna grundlaggande
amneskunskaper medan fokus i de praktisk-
estetiska &mnena bor ligga pa praktiska och
hantverksmassiga fardigheter och férmagor,
snarare an pé analyser och reflektion.

| bdde denna och i tidigare rapporter argumen-
terar vi for skal att géra kursplanen i matematik
mer specifik. | denna rapport ger vi var syn

pa hur ett sddant arbete kan genomforas. Vi
menar — i liket med laroplansutredningens
direktiv — att det ar viktigt att 6ka snarare an
minska @mnesspecificiteten i kursplaner. Vi
menar att en 6kad specifikationsgrad och ett
Okat kunskapsfokus kraver amnesspecifika
overvaganden for varje amne, men inte minst

i matematikkursplanen. Vi ser dock en risk

att formkrav och andra begrasningar riskerar

att slata ut skarpa formuleringar och tydliga
kunskapskrav. For att sakerstalla att varje amne
far tillrackligt tydligt och amnesrikt innehall med
lamplig progression féreslar vi att man inleder
arbetet med att forst skriva ett kommentar-
material.

En béttre kursplan i matematik

Ett sddant kommentarmaterial for ett dkat
kunskapsfokus kan tas fram av expertis utan
sdrskild hansyn till andra amnen med andra
kunskapstraditioner och annan @amnes-
didaktisk bas. Ur ett sddant dokument kan
sedan kursplanetext i lamplig form tas fram.
Kommentarmaterialet kan sedan fungera
som en bakgrundstext och ett férarbete som
i olika sammanhang kan anvidndas som stod.

Att skriva ett fullstéandigt sddant kommentar-
material ligger utanfér ramarna for denna rapport.
Vi foreslér i stillet en 6vergripande struktur samt
ger exempel inom négra valda matematiska
innehallsomraden pa hur kommentarmaterialet
kan se ut. Inom dessa omraden ger vi dven forslag
pa hur en mer tydlig kursplanetext kan se ut.

En 6vergripande princip for var féreslagna
kommentarmaterialstext ar att den ar skriven
pa en hog professionell niva da den i férsta hand
riktar sig just till lirare i &mnet samt till andra
professionella som laromedelsfoérfattare och
lararutbildare. Genom en utvecklad och reso-
nerande text med konkreta exempel (inklusive
rekommenderade matematiska representationer)
och tydlig sekvensering av det matematiska
innehallet menar vi att ett kommentarmaterial
med tillhérande kursplan har goda maojligheter
att utveckla och forbattra svensk matematik-
undervisning.



En battre kursplan i matematik

Denna rapport ar strukturerad pa féljande sétt:

Del | beskriver 6vergripande vad vi vill féra fram
for en ny kursplan i matematik. Men framfoér
allt vill vi forklara varfor det ar rationellt att
skriva ett kommentarmaterial fére kursplanen
och vilka 6vervaganden som bér géras om
kommentarmaterialets innehall och form. Vart
forslag bygger pa att grundskolans kursplan

i matematik huvudsakligen delas in i fyra
kunskapsomréaden:

1. Aritmetik och algebra

2. Funktioner, samband och algebra

3. Geometri och matning

4. Sannolikhet och Statistik

Som vi konstaterat ligger uppgiften att lamna
forslag inom samtliga omraden utanfér ramarna
for denna rapport. | del Il gor vi dock ett forséka
att visa hur ett kommentarmaterial skulle kunna
se ut inom négra betydelsefulla delar av det
som eleverna péa grundskolan verkligen behéver
behirska. Vi lamnar ocksé négra konkreta
forslag pa hur det centrala innehéllet i en ny
kursplan i matematik for grundskolan skulle
kunna formuleras inom dessa delomraden.

| den avslutande del 3 presenterar vi en majlig
disposition foér ett mer tydligt kommentarmaterial
som grund for en ny kursplan i matematik. Vi
ar val medvetna om att en ny kursplan med
tillhérande kommentarmaterial ar ett stort och
viktigt arbete och gor inte ansprak péa att ha
nagra fardiga l6sningar. Vi vill i stillet visa pa
hur graden av tydlighet och hur progressionen
kan forbattras. Det ar konstruerat som ett
fullstandigt strukturforslag, det vill sdga vilka
rubriknivaer som vi menar ska ingd medan vart
fordjupade forslag under del 2 kan fungera som
diskussionsunderlag om fértjansterna med att
ta forst ta fram ett tydligt kommentarmaterial
och en darur framtagen mojlig kursplanetext.



Del | — Principer for
en ny kursplan
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Inledning

| foreliggande rapport diskuteras en ny kursplan
i matematik for grundskolan. Det viktigaste
budskapet i rapporten handlar om processen
att ta fram en kursplan. Sjalva kursplanen ar ett
juridiskt dokument vars form &r héart reglerad
av olika ramfaktorer. Kursplanen finns som en
del av eller bilaga till en laroplan, sa sprak och
innehall i kursplanen kan behdva anpassas till
laroplanen som helhet. Kursplanen i matematik
finns ocksa i ett sammanhang med andra &mnen,
och hur kursplanen i matematik skrivs kan
darfor behdva anpassas till en mer eller mindre
generell kursplaneram. Kursplanen ar ocksa

ett juridiskt dokument och kan darfér behdva
anpassas till sarskilda krav pa precision och
tolkningsbarhet.

| alla de tre féregdende meningarna anvands
uttrycket kan behéva anpassas. | vilken grad
sadan anpassning ska ske ar i sig ett viktigt vag-
val. Man kan se s&dan anpassning som en slags
homogenisering, dar skillnader mellan skol-
amnen i hur man ska skriva fram kursplanens
innehéall utjzmnas. | de senaste kursplane-
revisionerna har detta homogeniseringstryck
varit starkt (Helenius & Ahl, 2023; Prytz, 2023b).
2011 ars laroplan med tillhérande kursplan i
matematik féregicks av utredningen Tydliga mal
och kunskapskrav i grundskolan (Utbildnings-
departementet, 2007) dar det fanns explicita
forslag pa tydliga kursplaneskrivningar, en
tydlighet som dock kom att tonas ned avsevart
i den slutgiltiga kursplanen (Helenius & Ahl,
2023). Det finns ocksa vardefulla beskrivningar
fran personer som varit involverade i tidigare
kursplaneprocesser som illustrerar hur detta
homogeniseringstryck skapar svérigheter i
sjalva kursplanearbetet och rent av gor att ingen
faktiskt vet vad det som star i den slutgiltiga
kursplanen faktiskt ska betyda (Jahnke, 2014,

2016). Kompromisserna har skett pa textniva
utan féregadende dverenskommelser om vad
textens bokstav ska beteckna. Att kursplaner

i olika @mnen anpassas till varandra och till en
gemensam ram innebdr med nédvandighet att
olika Amnestraditioner och tillhérande profes-
sionellt &mnessprak tonas ned. Utan tvekan har
det skett vid de senaste kursplanerevisionerna
nar det giller matematikdmnet, och i en inter-
nationell jAmférelse star den svenska kursplanen
i matematik ut som séarskilt fattig pa &mnes-
sprak. Tydliga beskrivningar av vad som faktiskt
ska laras ut saknas (Prytz, 2023b, 2023a).

Diskussioner om homogenisering mellan &mnen
hanger ocksa ihop med diskussionen om vilken
kunskapssyn skolans ldroplan 6ver lag, ochi
forlangningen undervisningen, ska férmedla.

Vi menar att ndrhelst en sadan diskussion sker
pa ett Amnesdvergripande plan ar risken att
den kunskapssyn som mejslas fram fungerar
diampande pé undervisning av specifika &mnes-
kunskaper. Vi menar att det i olika amnen finns
olika kunskapstraditioner och att vad som

till exempel ar fakta och fardigheter inom ett
sarskilt Amne 4r ndgot som hoér den sirskilda
amnestraditionen till. | matematik, som ar
amnet for denna rapport, finns en mycket
utvecklad sadan tradition.
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Lat kommentarmaterial

konstrueras forst

| den har rapporten kommer vi att behandla
fragan om hur en kursplan i matematik kan kon-
strueras tillsammans med fragan om ett sa kall-
lat kommentarmaterial. Inom svensk skolstyr-
ning finns en lang tradition att inte bara forlita sig
pa de strikt reglerade texterna, som till exempel
skollag och laroplan, utan dven pa diverse typer
av stoédjande texter som kan ga under beniam-
ningar som allménna rad, rekommendationer,
bedémningsstdod och kommentarmaterial samt
inte minst liromedel. Stoéd for tolkning av

laro- och kursplaner har vanligen kallats kom-
mentarmaterial och det &r termen vi kommer

att anvanda. Fragan om kommentarmaterialets
relation till lLAromedel och laromedelsproduktion
ar central fér denna rapport. Ett kommentarma-
terial &r vanligen en ladngre och mer utvecklad
text an kursplanen som motiverar, utvecklar och
forklarar kursplanens skrivningar. | Davidssons
utredning som foregick 2011 ars laroplan och
tillhérande kursplaner diskuteras den viktiga roll
ett kommentarmaterial har, men ocksé att olika
existerande kommentarmaterial inte alltid sager
sarskilt mycket mer an det styrdokument som
kommentarmaterialet ska forklara (Utbildnings-
departementet, 2007). Det menar vi i mycket
hog grad géller dagens kursplan i matematik och
tillhérande kommentarmaterial och vi menar

att ett skal till det kan vara att de som skriver
kommentarmaterialet inte vagar ta ut svingarna
eftersom de inte vill riskera att géra tolkningar
av sjalva kursplan som kanske inte har stod'. Vi
foreslar i denna rapport att kommentarmaterial
for olika kursplaner, och da sarskilt till kursplanen
i matematik tas fram fére kursplanen och far en
roll motsvarande det som forarbeten har inom
juridiken och att kursplanetexten sedan harleds
ur kommentarmaterialet.

Att gbra pa det sittet ar inte helt oprévat. Nar
forskolans laroplan Lpfd 98 skulle revideras
togs forst ett forslag fram av Skolverket som
efter en hearing pa utbildningsdepartementet
skrotades. Istéillet togs ett nytt forslag fram av
en grupp pa utbildningsdepartementet, ihop
med en extern referensgrupp. | det arbetet kon-
struerades forst en bakgrundstext som senare
publicerades under titeln Férskola i utveckling
(Regeringskansliet, 2010). Som jamforelse kan
sdgas att medan de skrivningar som berér mate-
matik i sjalva den fardiga reviderade versionen
av forskolans laroplan (lpf698 rev 2010) utgors
av 72 ord, sa ir den férklarande och motiverande
texten om matematik i Férskola i utveckling dver
2000 ord och tar bland annat upp flera perspek-
tiv som motiverat olika utvecklingsarbeten inom
forskolans matematik (Johansson, 2015; Ullsten
Granlund, 2019) och &verlag erbjuder viktiga
tolkningsramar fér kursplanetexten och satt att
arbeta med forskolans matematik.

| relation till var inledande diskussion om homo-
geniseringstryck, erbjuder valet att ta fram ett
kommentarmaterial forst flera fortjanster. For
det forsta behover inte kommentarmaterial for
olika amnen i sarskilt hog grad vara lika varandra.
Amnesexperter kan ta fram utgdngspunkter fér
amnets undervisning fritt och formulera sig i linje
med dmnets traditioner utan att i sarskilt hog
grad snegla p& hur kommentarer fér andra &mnen
ser ut. Om man i ett senare skede vill gora sjilva
kursplanetexterna relativt lika, kan det géras i en
slags reduktions- och koncentrationsprocess,
med kommentarmaterialet som utgangspunkt.
Om man fran formellt hall framhaller det under-
liggande kommentarmaterialet som styrande och
stédjande har man d& ett dokumentsystem som
bade kan vara homogent och dmnesspecifikt.

1 Personer involverade i produktionen av det senaste kommentarmaterialet har muntligt fér oss bekraftat denna bild.
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Utgangspunkter for forandringar

De viktigaste utgangspunkterna fér forandringar
av kursplanen har presenterats i ett antal
rapporter som féregar denna rapport. Dels

finns det indikationer pa att nar svenska
kursplaner har varit tydligare inom ett sarskilt
innehallsomrade (aritmetik) sa har resultaten
for detta innehallsomrade forbiattrats, medan
resultaten for innehallsomraden som har varit
svagare beskrivna (algebra) har férsamrats.

En mekanism for detta var troligen laromedel
(Prytz, 2023b). Laromedel ar en minst sagt
aktuell fraga. Bade den férra och den nuvarande
regeringen har visat stort intresse for liromedels-
fragan. Den forra tillsatte en utredning? och

den nuvarande har tagit beslut om ett sarskilt
laromedelsstod®. Ett generellt argument i dis-
kussionen ar att larare, skolor och skolhuvudméan
i for hog grad undviker att anvianda traditionella
laromedel. | relation till matematikdmnet har
dock diskussionen lidnge varit en annan, nimligen
att svenska larare i for hog grad ar beroende,
eller kanske rent av styrda, av laroboken. Det
finns data som visar att svenska matematik-
larare anvander laroboken mer an larare i de flesta
andra lander (Mullis m.fl., 2012). Det betyder att
det &r rimligt att anta att det som star i larobdcker
i matematik i hég grad paverkar vad eleverna far
mojlighet att lara sig. Det finns mycket goda skal
att tro att laromedelsproducenter &r ména om
att folja kursplanerna. Det har dock visat sig att
det arbete liromedel kan géra i en forandrings-
process i hég grad beror pa vad man vill férandra.
| en tidigare rapport beskrev vi att den typ av mal
som har praglat svenska matematikkursplaner
sedan 90-talet har svart att sld igenom i den
praktiska undervisningen (Boesen m.fl., 2014;
Helenius & Ahl, 2023). Det handlar till exempel om
féormagor som problemlésning som - trots att

begreppet har funnits i kursplaner i decennier —
fortfarande férekommer sparsamt i laromedel
(Jader m.fl., 2020). Det innebéar att bara en
valdigt liten del av elevernas arbete handlar

om problemldsning i den meningen att eleverna
maste utféra kreativt matematiskt grundade
resonemang snarare dn att imitera andra
l6sningar (Jader, 2022). Internationell forskning
har dessutom visat att dven i sddana fall dar
laromedel designas for att hjalpa larare att
iscensatta kognitivt utmanande undervisning
sa finns manga skal till den verkliga under-
visningen inte blir sidan som laromedels-
utvecklarna tinkte sig (Charalambous & Philippou,
2010; Tekkumru-Kisa m.fl., 2020).

Eftersom férandringar som rér det matematiska
innehallet i kursplaner, till skillnad fran férand-
ringar som kan sidgas handla om undervisnings-
kulturen i stort, har visat sig bade kunna paverka
larobdcker och undervisningen (Prytz, 2023b;
Prytz m.fl., 2022), s& menar vi att en kursplan
och tillhérande kommentarmaterial som i hégre
grad specificerar det matematisk innehallet &r att
foredra. Ett ytterligare skal for att rekommendera
en kursplan med mer specificerat matematiskt
innehall 4r att det finns en stor mangd forskning
med olika rekommendationer om hur visst inne-
hall bér undervisas. Som vi har visat i en tidigare
rapport beaktas i stort inte sddan forskning

nar det galler hur liromedel behandlar centralt
matematiskt innehall som brak, multiplikation,
proportionella resonemang och algebra (Helenius
& Ahl, 2024b). Ett kommentarmaterial bor darfor
sarskilt noga beskriva ett satt att behandla det
matematiska innehallet som ligger i linje med
existerande forskning for att kunna inspirera
laAromedelsproducenter.

2  https://www.regeringen.se/rattsliga-dokument/statens-offentliga-utredningar/2021/08/sou-202170/
3 https://www.regeringen.se/pressmeddelanden/2024/02/regeringen-avsatter-658-miljoner-for-inkop-av-larobocker/
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Forslag pa struktur och innehall
for kommentarmaterial

En utgdngspunkt fér strukturen av innehallet

i kommentarmaterialet ar att det behdver vara
valstrukturerat och anpassat for den tilltankta
lasaren. Den tilltdnkta lasaren ar larare, laro-
medelsforfattare och designers av dvrigt under-
visnings- och testmaterial, som till exempel
designers av nationella prov. Om materialet

ska halla hog kvalitet vad giller amnes- och
undervisningsdidaktiska riktlinjer kan det inte
skrivas med ambitionen att lekman, féraldrar
och elever ska kunna férsta materialet utan
specialkunskaper. Vi ser att det ar lararnas och
laromedelsforfattarnas roll att mediera mellan
kurplanedokument och 6vriga intressenter. For
nuvarande kursplanedokument har liromedels-
forfattarna i princip tolkningsforetrade 6ver

vad som skrivs i kursplanen. Det vill vi &ndra pa.
Laromedelsférfattarna bor fa mycket tydligare
instruktioner fér innehall och progression genom
ett kommentarmaterial som publiceras fore kurs-
planen. Dessutom b6ér kommentarmaterialet
vara skrivet enligt principer for lArande texter,
for att skapa ett dokument som lararna sjalva
kan vianda sig till for att fa stod i att fatta beslut
om sin egen undervisning. Kommentarmaterialet
bodr ocksa vara sa omfattande och uppdaterat
att det kan anviandas som utgangspunkt for
lararutbildning och vara med och styra larar-
utbildningens innehall.

En tydlig struktur av innehallet
Laroplaner ar juridiska dokument som omgardas
av ett regelverk éver hur formuleringar far skrivas.
Detta galler inte kommentarmaterial. Nar vi
beskriver dvergripande struktur och innehall
utgar vi fran hur texten i kommentarmaterialet
kan designas.

Kommentarmaterialets innehall designat
som en text for lirande

Det finns ett valetablerat forskningsfalt som
agnar sig at sa kallat larande undervisnings-
material (Ball & Cohen, 1996; Davis m.fl., 2014,
2017; Davis & Krajcik, 2005). Vi menar att forsk-
ningen om larande undervisningsmaterial kan
anvdndas i designen av kommentarmaterialet
med avsikt att f& det att fungera som en killa till
kunskap bade for larare och laromedelsforfattare.
Vi férhaller oss i vart forslag till fem riktlinjer for
hur man utformar larande texter (Ball & Cohen,
1996; Davis & Krajcik, 2005; Hemmi m.fl., 2013).

1. Den forsta riktlinjen handlar om allmén
kunskap om elevers strategier och idéer och
forslag till hur dessa kan bemdotas i under-
visningen. Har handlar det om kunskap fran
forskning om vad som orsakar elevernas
forestallningar om matematiska begrepp
samt exempel pa vanliga felstrategier hos
elever. | var férra rapport (Helenius & Ahl, 2023)
redogjorde vi mer noggrant an i denna for vilka
kunskaper fran forskning som finns om elevers
missuppfattningar och felstrategier. Den har
aspekten behandlas dven i var féreslagna
kommentarmaterialstext men det finns
utrymme att dverviga att lata den ta dnnu
stérre utrymme.

2. Den andra riktlinjen handlar om begrepp och
fakta. Vi anvinder genomgaende en korrekt
terminologi anpassad till att kunna férmedla
specifika matematiska och matematikdidak-
tiska fenomen. Vikten av korrekt terminologi
har uppmarksammats i tidigare rapporter av
Prytz (2023a, 2023b) och Helenius och Ahl
(2023, 2024b).

1
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3. Den tredje riktlinjen handlar om progression
och samband. Vi visar i vart exempel om
proportionella resonemang hur en sadan
progression i elevernas begreppsférstaelse
kan beskrivas i kommentarmaterialet till
kursplanen. Savil progressionen genom skolar
som sambanden mellan de matematiska idéer
som aterkommer i flera matematiska omraden.
Vi skiljer p& nar ett matematiskt innehall
ska behandlas och nar eleverna forvantas
behirska innehallet.

4. Den fjarde riktlinjen handlar om att etablera
bryggor mellan teori och praktik. Den syftar
till att stodja larares autonomi att planera
genom att knyta teori till praktik genom att
synliggdra centrala idéer i laroplanen, vilket
ar syftet med kommentarmaterialet.

5. Den sista punkten som handlar om under-
visningsdesign har vi valt att inte beakta. Vi
anser att laroplaner och kommentarmaterial
ska styra innehallet i undervisningen men
inte larares design av undervisningen.

Kommentarmaterialets struktur
Kommentarmaterialets struktur ar en viktig
komponent fér anvandarvanligheten. Vi foreslar
en tydlig struktur av tre lingvistiska meta-
funktioner, den textuella, den ideationella

och den interpersonella (Halliday, 2014).

Den textuella funktionen utgérs av rubriknivaer
som gor att lasaren snabbt kan hitta de avsnitt
som intresserar henne.

De ideationella funktionerna bestéar av de
barande idéer som kommentarmaterialet vill
formedla, det vill siga de matematiska ideerna
i respektive avsnitt. Eftersom dessa barande
idéer ar av specifik matematisk och didaktisk
natur behéver spraket vara precist och &mnes-
specifikt.

Den interpersonella funktionen utgors av tilltalet
i kommentarmaterialet. Fér de avsnitt som
beskriver innehallet i undervisningen alterneras
det mellan imperativet ska och det mjukare bér.
Skrivningar som undervisningen ska behandla
och eleverna ska behirska anvands flitigt, sarskilt
i sddana fall dar vi menar att det finns solid
forskning for satt att organisera undervisnings-
innehallet som faktiskt ar battre. Anslaget ar
valt fér att det inte ska uppsté nagra oklarheter
for laromedelsférfattare och larare i fraga om det
gar att gora lite friare tolkningar av innehéllet an
vad som ar skrivet fér sddant innehall. Vi menar
att det ar viktigt att bade laromedelsforfattare
och larare vagar lita pé att de gor ratt nar de
strukturerar om innehall i liromedel och under-
visning efter beskrivningarna av progressions-
linjerna i kommentarmaterialet. Nar vi sedan
exemplifierar de matematiska innehéllet
signalerar vi att har finns det stérre frihet for
laromedelsforfattare och larare att valja uppgifter
och problem att inkludera i laromedel och att
organisera undervisningen runt. Typer av upp-
gifter och problem, svarighetsgrad och vilka
modeller som ska stédjas av uppgifterna och
problemen beskrivs. Men laromedelsforfattare
och larare behover inte valja just de uppgifterna
och problemen sé lange de uppgifter och
problem de viljer vilar pa de matematiska idéer
som enligt kommentarmaterial och kursplan
ska behandlas i undervisningen.

Om vart forslag

Att presentera ett fullstandigt forslag pa kursplan
och kommentarmaterial dverstiger vida vad
som kan géras inom denna rapports ramar.

Vi kommer darfér att néja oss med att ge ett
forslag till vilken struktur ett kommentarmaterial
skulle kunna ha samt exemplifiera mgjliga
skrivningar relaterat till nagra fa innehalls-
omraden. Skilet till att vi som har forfattat
rapporten med en relativt begriansad arbets-
insats kan formulera férslag till kommenter-
materialtext, 4r att vi har valt omraden inom



vilka vi har stor praktisk erfarenhet, 6verblick
over forskningen samt kunskap om hur praktiskt
undervisning vanligen gar till (Helenius & Ahl,
2024b). Vi aterkommer i slutdiskussionen till
vad som skulle kravas for att kunna producera
ett fullstandigt kommentarmaterial

For att gora det mojligt att inom en snav tids-
ram sitta ihop ett férslag har vi fokuserat pa
matematiska omraden dar vi ar vil insatta i
forskningen, hur det ser ut i kursplanen i andra
lander samt hur det ser ut i typisk svensk
undervisning idag, till exempel som det ar
representerat i lirobécker. De omraden vi inte
fokuserar pa ger vi bara évergripande struktur-
forslag for hur innehallet kan presenteras. Vi
har ocksé valt att skriva fram innehallet pa lite
olika satt fér de omraden vi har fokuserat pa fér
att gora forslaget till ett &nnu battre diskussions-
underlag fér hur ett kommentarmaterial som tas
fram fore eller i samband med att kursplanen
tas fram kan se ut. Rent konkret 4r de omraden
som beskrivs under Aritmetik och algebra
strukturerade som en omfattande bakgrunds-
beskrivning om generella progressionslinjer och
féredragna satt att presentera innehallet foljt
av en relativt summarisk beskrivning av exakt
hur sekvenseringen ska géras 6ver de olika
stadierna. Inom omradet Funktioner, samband
och algebra for delomradet proportionella reso-
nemang ar det i stéllet en kortare dvergripande
text foljt av fylliga beskrivningar av vad som ska
behandlas och behéirskas pa respektive stadie.

| denna version av kommentarmaterialsforslaget
har vi inga referenser. Som vi beskriver ovan i
avsnittet om kursplanens konstruktion ar ett
foredraget satt att skapa en utvecklad slutnots-
apparat, det vill siga dar korta kommentarer
om 6vervaganden och forskningsbakgrund inte
avbryter kommentarmaterialstexten som sédan
utan forflyttas till en sarskild plats.

En béttre kursplan i matematik

Férmagor och inledande
amnesbeskrivning

Vi féreslar att f6rmagebegreppet ska finnas
kvar i kursplanerna i matematik och diarmed
aven i kommentarmaterialet. Vi féreslar att
féormagorna ska anvindas som en huvudsaklig
inriktning fér undervisning och att kommentar-
materialet ska beskriva varfor det ar bra att
anvianda sadana férmagebeskrivningar fér att
beskriva undervisningens féredragna upplagg.
Vi féreslar ockséa att det i beskrivningen av de
olika innehallsomradena i kommentarmaterialet
ska anges hur de olika formégorna inom just
dessa innehall gestaltas. Detta kan till exempel
innebira att beskriva vad det innebir att férsta
och kunna anvdnda begreppet multiplikation
pé en relativt hdg detaljniva for olika stadier i
elevernas begreppsutveckling. Det beskrivs till
exempel utférligt vad begreppsférstaelse inom
det multiplikativa omradet innebér.

Skolans algebra

Ett av de stéllningstaganden som gjorts i denna
rapport handlar om skolans algebra. Algebra har
traditionellt i praktiken handlat om att rdkna
med bokstaver och i skolan dven delvis om att
beskriva olika fenomen med hjilp av funktioner
och hantera dessa funktioner. | den meningen
har ur ett grundskoleperspektiv algebra huvud-
sakligen varit ett amne for hogstadiet. Men
sedan 80-talet har en idé om sé kallad tidig
algebra (eng: early algebra) varit dominant

i den matematikdidaktiska forskningen om
skolalgebra. Denna idé gar huvudsakligen ut

pé att introducera algebraiska tankesitt sa
tidigt som majligt i skolmatematiken, for att
dels ge eleverna tillgang till sddana kraftfulla
satt att tAnka matematiskt, men ocksa for att
gora 6vergangen till formell algebra mindre
dramatisk. Svenska elever har traditionellt pre-
sterat daligt pd internationella matningar inom
omradet algebra samtidigt som den svenska
skolmatematiktraditionen inte heller har varit
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sarskilt fokuserad pé algebra. Trots att man kan
se att idéerna om tidig algebra verkar ha paverkat
bade tidigare kursplaner och utvecklingen av
laromedel, s& visar granskningar att laromedels-
serier inte fullfoljer ett tidigt algebraperspektiv
och att algebra i senare arskurser blir allt mer av
ett eget omrade, istillet fér nadgot som anvands
genom hela matematiken (Helenius & Ahl, 2024b,
2024a). | detta material skriver vi darfér in
algebraiska perspektiv i andra innehallsomraden,
istéllet foér att ha algebra som ett separat omrade.
Intentionen &r att detta ska paverka under-
visningen och adven laromedel till att dels ta ett
mer ordnat perspektiv pa den tidiga algebran
och dels utnyttja algebra p& ett mer integrerat
sitt i de senare arskurserna. Vi menar alltsa

att detta forslag ska géra undervisningen mer
algebraisk.

Indelning av det matematiska
innehallet

Att skapa en ny indelning av det matematiska
centrala innehéllet har inte varit ett huvud-
fokus i skapandet av denna rapport. Som

en konsekvens av diskussionen om algebra
ovan och diskussionen om férmagor, sarskilt
problemldsning, ar det dock rimligt att se dver
indelningen av centralt innehall. Vi féreslar att
alla omraden ska ha ett specifikt beskrivet
algebrebraiskt sprak, dar sarskilt algebraiskt

fokus laggs inom omradena aritmetik och
Funktioner och samband. Darfér later vi rubrik-
nivan fér dessa omréden vara Aritmetik och
algebra, samt Funktioner, samband och algebra.
Ovriga omraden har vi valt att ge de preliminira
namnen, Geometri och métning samt Statistik
och Sannolikhet. Vi féreslar alltsé att dagens
indelning med Problemlésning som ett eget
avsnitt under centralt innehéll tas bort och
istallet arbetas in som féorméaga och dvergripande
inriktning fér undervisningen i stort. Vi féreslar
att det istéllet skrivs en sarskild, utvecklad text
om varfér man bor organisera undervisningen
genom just problemldsning samt hur sddan
undervisning kan se ut i praktiken och vilka
didaktiska utmaningar det innebér. Vi féreslar
ocksé att beteckningen taluppfattning tas

bort. Taluppfattning &r ju en mansklig férmaga,
medan alla de andra centrala innehallen ar
matematiska omraden. Eftersom aritmetik &r
den formella termen pa det innehall som har
avsetts med rubriken Taluppfattning och tals
anvédndning, s menar vi att aritmetik ar ett
battre namn. Undervisningen i aritmetik ska
naturligtvis syfta till att utveckla taluppfattning
och férstaelse for tals, och operationer pa tals,
anvandning i olika sammanhang. Detsamma
galler fér de andra omradena. Inom omréadet
funktioner forvantas eleverna utveckla funk-
tionsuppfattning, och sa vidare.



Bedomning

| vart férslag har vi inte tagit med nagon
diskussion om betygskriterier och bedémning.
Det beror pa att det inte 4r mojligt att skriva

ett sddant omrade innan det ar klarlagt hur
framtida betygssystemet och system av
beddmningskriterier ska se ut. Fragan om hur
betygskriterier ska se ut ar dock avgérande.

Vi féreslar att det matematiska innehallet
specificeras i betydligt hogre grad, sarskilt

i kommentarmaterialet. Att skicka betygskriterier
som &r listor med allt sddant innehall 4r knappast
onskvart. En magjlig skrivning ar att som idag ha
férmagorna som utgédngspunkt, men att tydliga
for varje stadie tydligare specificera pa vilket
satt och i vilken utstrackning, vissa urval av det
centrala innehéllet ska bedomas for de olika
férmagorna.

En béttre kursplan i matematik
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Avslutande reflektion

Drivkraften fér denna rapport ar tesen att en
framtida svensk kursplan i matematik i hogre
grad bor praglas av mer utforliga och precisa
beskrivningar med amnesspecifika uttryck

och begrepp i kontrast till nuvarande kurs-
plan (Prytz, 2023a). Med syfte att underlatta

for skolans planering och genomférande av
matematikundervisning vilande pa vetenskaplig
grund féreslar vi nu som i den tidigare rapporten
(Helenius & Ahl, 2024b):

+ Att solida resultat fran matematik-
didaktisk forskning beaktas i
utformandet av kursplaner och
kommentarmaterial.

* Att nya kursplaner i matematik
foregés av ett kommentarmaterial
som konkretiserar innehallet och pro-
gression i kursplanen samt redovisar
de vetenskapliga didaktiska 6ver-
vaganden som ligger till grund for
dessa stallningstaganden.

» Att kommentarmaterialet skrivs for
att fungera som ett stod fér bade laro-
medelsforfattare och larare. Det ska
tydligt framga vilket matematiskt
innehall som ska ingé i undervisningen
och ivilken progressionstakt innehéllet
ska presenteras.

Vi ser en potential i den svenska traditionen dar
lararna i stor utstrackning later planeringen av sin
matematikundervisning styras av matematik-
boken. Vi menar att dagens kursplan som

baseras pa generiska uttryck och begrepp
(Prytz, 2023a) inte ger tillracklig information till
laromedelsférfattare. Bristen pa precision har
resulterat i att matematikbdcker ser ganska
olika ut (Helenius & Ahl, 2024b). Vissa elever
arbetar med bécker som innehéaller mindre
utmanande matematik och begriansas diarmed

i sin kunskapsutveckling. Det menar vi ar ett
likvardighetsproblem da larare tenderar att vilja
'lattare’ bocker till barn fran socioekonomiskt
svaga grupper och mer utmanande boécker till
barn fran socioekonomiskt starka grupper®.
Darfér menar vi att en kursplan med tillhérande
kommentarmaterial med utférliga och precisa
beskrivningar och med amnesspecifika uttryck
ar ett viktigt steg for att 6kad likvardighet i skolan.

En ny kursplan bér behéalla de matematiska fér-
mégorna som strukturerar nuvarande kursplan.
Dels for att idén om att utveckla matematiska
féormagor (som i andra lander ofta kallas kom-
petenser) ar allmént vedertaget och att lararna
under sedan 1994 har implementerat att bedéma
progression i férmagor. Kursplanen bér dock

- tillsammans med sitt kommentarmaterial -
bli mycket mer konkret och tydligare beskriva
hur férmagorna ska tolkas i relation till de

olika centrala innehallen. Att géra en kursplan
tydligare genom att i hogre grad specificera det
matematiska innehallet kan ur ett implemen-
teringsperspektiv fa starkt genomslag eftersom
svenska matematiklarare i hog grad planerar sin
undervisning med hjalp av lAroboken (Mullis m.fL.,
2012). Tydliga signaler till laromedelsférfattare via
kommentarmaterialet forvantas ge forfattarna
mojlighet att generera laromedel som tydligt
speglar intentionerna i kursplanen.

4 Enligt opublicerade analyser av Kimmo Eriksson baserade pa data fran TIMSS 2015.



En viktig skillnad mot nuvarande kursplan ar att

i vart férslag slas det fast nar eleverna ska bérja
arbeta med ett matematiskt innehéll och nér
de forvantas kunna ett matematiskt innehall.

Vi har i vara exempel pd kommentarmaterial-
skrivningar influerats av de singaporianska
kursplanerna och den engelska som har langt
mer precisa beskrivningar av progression an den
nuvarande svenska laroplanen i matematik har
(Prytz, 2023a). | var terminologi har vi inspirerats
av uttrycket mastery fran de Singaporianska
kursplanerna och fluency fran den engelska
kursplanen. Vi anvander skrivningen att eleverna
ska behérska for att signalera nar kunskaper ska
vara uppnadda med sikerhet i anvindandet.

Avslutningsvis vill vi féresla hur arbetet fér en
ny kursplan skulle kunna se ut och vilka som kan
gbra arbetet. Om vi utgar fran den har texten

sa 4r den sammanstalld under en period pa

tva manader da vi samtidigt har haft fullt upp
med var ordinarie forskning och undervisning.
Att vi kan satta ihop en som vi menar komplex
text péa kort tid beror péa att vi redan har last
tillganglig Aamnesdidaktisk forskning, bedrivit
egen forskning om begreppsbildning, tankt alla
tankar och provat dem i undervisningskontext
inom de omraden vi har valt att skriva om. Vi har
i denna rapport huvudsakligen berort det mate-
matiska innehallet tal, multiplikation, algebra
och proportionella resonemang. For att ta fram
ett heltickande kommentarmaterial behdvs till
exempel dven forskare och larare som ar experter
pa geometri, sannolikhetslira och statistik.
Materialet behdver dven forfinas, kompletteras
och 6vergripande texter om skoldmnets sarskilda
undervisningskaraktar ska skrivas. Dessutom
behdéver texterna prévas ut tillsammans med
grupper av larare. Vi menar dock att ett sddant
arbete boér kunna genomféras pa ca 6-12
ménader om man forcerar processen maximalt.
Darefter kan man arbeta med fragan om sjilva
kursplanens formulering. Vi menar att sjilva

det faktum att kommentarmaterialet ar en

En béttre kursplan i matematik

mindre formell text med lagre grad av styrande
funktion goér att den kan tas fram snabbare.

Det 4r ocksa méjligt att i efterhand ta fram
kompletteringar och justeringar utan att andra
kursplanen. Ett sddant férfarande skulle kunna
bidra till ett mer flexibelt styrsystem for skolans
matematikundervisning.

Vart forslag till struktur pd ett nytt kommentar-
material presenteras i del Il men foreslas alltsa
besté av féljande sju kapitel:

1. Inledning

2. Grundskolans arskurser

3. Aritmetik och algebra

4. Funktioner, samband och algebra
5. Geometri och matning

6. Sannolikhet och statistik

7. Avslutande kommentarer och forslag
till férdjupning

| del Il presenterar vi dock férdjupade foérslag
huvudsakligen inom tre av dessa tankta kapitel:
Grundskolans arskurser, Aritmetik och algebra
respektive Funktioner, samband och algebra.

| dessa avsnitt presenterar vi forslag till texter
som vi ser som rimliga utkast for hur dessa
avsnitt bér utformas. Pa liknande sitt skulle

vi och andra forskare kunna fortsatta fylla pa
med liknande texter och exempelinom de
ovriga kapitlen som tillsammans skulle kunna
utgora ett riktigt tydligt, forskningsgrundat och
didaktiskt val utformat kommentarmaterial
for alla relevanta omraden som behéver inga

i grundskolans kursplan i matematik.
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Inledning

| féregaende del gav vi férslag péa att ett
kommentarmaterial kan ha féljande rubrik-
indelning:

1. Inledning

2. Grundskolans arskurser

3. Aritmetik och algebra

4, Funktioner, samband och algebra

5. Geometri och matning

6. Sannolikhet och statistik

7. Avslutande kommentarer och férslag
till férdjupning

For att ytterligare kunna kommunicera pé vilken
detaljniva vi tanker oss att ett kommentar-
material skrivs ger vi i denna del av rapporten
ett forslag pa utvecklad rubrikstruktur, foljt

av fem exempel pa hur konkreta avsnitt kan
skrivas.



Forslag pa utvecklad
rubrikstruktur

1. Inledning
11.  Om kommentarmaterialets struktur och hur det ar tankt att kunna anvandas
1.2. Om matematikens roll i skolan och @mnets sarart som undervisningsdmne
1.3. Om positioneringen av fdrmagor som guidande fér undervisningens inriktning
1.4. Om algebra som ett dvergripande perspektiv
2. Grundskolans arskurser
2.1. Forskoleklassens matematik
2.2. Matematiken i arskurs 1-3
2.3. Matematiken i arskurs 4-6
2.4. Matematiken i arskurs 7-9
3. Aritmetik och algebra
31. Tal
311, Talmangder
3.1.2. Tals storlek
3.1.3. Representationer av tal
Ikoniska representationer
Positionssystemet
Tallinjen
Braksystemet
Nagra andra representationer
3.2. Additiva strukturer
3.2.1. Innebdérden av addition och subtraktion och de olika additiva situationerna
3.2.2. Representationer av addition och subtraktion med fokus pé
del-del-helhetsmodeller och tallinjen
3.2.3. Aritmetiska additiva uttryck och deras samband
3.2.4. Berdkning av addition och subtraktion
3.3. Multiplikativa strukturer
3.3.1. Innebdérden av multiplikation och division och multiplikativa situationer och
representationer
3.3.2. Berdkning av multiplikation och division och den distributiva lagen
3.4. Uttryck, likheter och ekvationer
3.5. Progression genom grundskolans stadier inom delomrédet aritmetik och algebra
3.6. Undervisningsexempel
3.7. Centralt innehall inom aritmetik och algebra
3.71. Forskoleklass
3.7.2. Arskurs 1-3
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3.7.3. Arskurs 4-6
3.7.4. Arskurs 7-9

4. Funktioner, samband och algebra

4.1.

4.2.
4.3.
4.4,
4.5.

4.6.
4.7.

Variabler och hur situationer kan representeras med aritmetiska uttryck och ekvationer
Representationer av samvariation och koordinatsystem

Funktionsnotationen f(x) och hur den kan representeras i koordinatsystem
Proportionella samband och resonemang

Progression genom grundskolans stadier inom delomradet funktioner, samband
och algebra

Undervisningsexempel

Centralt innehéall inom funktioner, samband och algebra

4.71. Forskoleklass

4.7.2. Arskurs 1-3

4.7.3. Arskurs 4-6

4.7.4. Arskurs 7-9

5. Geometri och méatning

51.

5.2.
5.3.
5.4.
5.5.
5.6.
5.7.

Delomrade 1

Delomrade 2

Delomrade 3

Delomrade 4

Progression genom grundskolans stadier inom delomrédet geometri och méatning
Undervisningsexempel

Centralt innehall inom geometri och matning
5.71. Forskoleklass

5.7.2. Arskurs 1-3

5.7.3. Arskurs 4-6

5.7.4. Arskurs 7-9

6. Sannolikhet och statistik

6.1.

6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.
6.7.

Delomrade 1

Delomrade 2

Delomrade 3

Delomrade 4

Progression genom grundskolans stadier inom delomradet sannolikhet och statistik
Undervisningsexempel

Centralt innehéall inom sannolikhet och statistik
6.7.1. Forskoleklass

6.7.2. Arskurs 1-3

6.7.3. Arskurs 4-6

6.7.4. Arskurs 7-9

7. Avslutande kommentarer och vidare lasning
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Forslag pa text till avsnitt 2:
Grundskolans arskurser

21 Forskoleklassens matematik
Det ar rimligt att ha olika fokus for grundskolans
matematikundervisning i skolans olika stadier.
Forskoleklassen bér huvudsakligen dgnas at att
begreppsliggéra den grundlaggande matematiken
och da féretriadesvis aritmetiken. Det betyder att
skapa en kdnsla for tal, operationerna addition
och subtraktion och hur de hanger ihop, den
vokabuldr som vi anvander for att beskriva tal,
det vill sdga ord fér antal och ordning och den
sa kallade talramsan, samt representationer av
tal med siffror och till viss del dven talraden och
tallinjen. Aven annan matematik kan behandlas,
men det 6vergripande fokuset bor vara pa tal, som
ar den enda delen av matematiken som tenderar
att stalla till problem i den senare matematik-
undervisningen fér elever med svérigheter.
Undervisningen ska ocksa liggas upp sa att
elever far mojlighet att arbeta med matematiska
problem och deltai lararledda diskussioner

dar elever beskriver sina tillvigagangssitt och
matematiska funderingar f6r varandra och tranar
sig att lyssna och aterkoppla pé& andras verbalt
presenterade matematiska resonemang.

2.2 Matematiken i arskurs 1-3

En stor del av den matematik som formellt
introduceras i arskurs 1-3 bildar grund fér
nastan all annan matematik. Det finns alltsd
skl att i de tidigare arskurserna fokusera pa
aritmetik, men arbeta med relativt fa uppgifter
och uppgiftstyper, som ska ha rollen att férankra
de aritmetiska operationernas sammanhang
och koppling till tal snarare &n att trdna pa
problemldsning i sig. Fér omradet Aritmetik
och algebra ar det i hogre grad angivet att elever
ska behéirska olika delar av innehallet 4n det

ar i andra omraden i 1-3. Det beror pa att arit-
metiken och den inledande algebran utgér en
forutsattning for att kunna félja den kommande
matematikundervisningen i mycket hégre grad
4n annat matematiskt innehall. Det 4r dock fort-
farande viktigt att innehall fran andra omraden
behandlas och anviands redan i &rskurs 1-3 for att
skapa ett rikt underlag att hamta tillampningar
och problemformuleringar fran.

2.3 Matematiken i arskurs 4-6

| arskurs 4-6 ar det viktigt att bibehalla fokus
péa aritmetik och algebra och introducera det
innehéall som &r nytt men ocksa férdjupa kun-
skaperna inom det som har férankrats i arskurs
1-3. | arskurs 4-6 ar det rimligt att sarskilt stort
fokus gar at till att arbeta med proportionella
resonemang men dven med omraden inom
geometri, statistik och sannolikhet. Eleverna
bor i hdg grad trana péa att formulera formellt
kommunicerade skriftliga losningar, dar kravet pa
formalitet och lasbarhet gradvis dkar. Ett sadant
foérfarande stirker fokuset p4 omradet samband
och funktioner, som nastan alltid ar i spel nar
olika situationer ska matematiseras och beskrivas
med matematiskt sprak om de matematiska
metoder som har anvants i lésningen. Ett 6kat
fokus péa funktioner, samband och algebra gar
darfér hand i hand med ett 6kat fokus pa mate-
matisk formalism. Att skriftligt kunna beskriva
den matematik man jobbar med &r ocksé en
viktig forutsattning for att lara sig hantera mer
komplexa matematiska problem, till exempel
problem i flera steg, dar det ar svart att halla

hela l6sningsprocessen i huvudet samtidigt. Att
tydligt beskriva sina loésningar, inklusive att vara
tydlig med hur variabler ar definierade och vilka
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matematiska samband som anvands, ari sig ett
satt att kunna hantera en viss problemstallning
i mer komplexa talomraden, eller i algebraiska
form.

2.4 Matematiken i arskurs 7-9
Fokus for hogstadiets matematikundervisning
b6r huvudsakligen vara att vidga spektrat av
problemstallningar som behandlas inom olika
matematiska omraden, samt 6ka komplexiteten
i de uppgifter som eleverna ska kunna hantera.
Allt det som har varit i huvudfokus i de tidigare
stadierna méste kontinuerligt repeteras i arskurs
7-9. Sadan repetition bér huvudsakligen utgéras
av grunderna i aritmetik, funktioner och sam-
band, inklusive de algebraiska komponenterna
av dessa omraden anvinds i nya sammanhang.
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Forslag pa text till avsnitt 3 och 3.1

Aritmetiken delas upp i fyra sammanhangande
delomraden: Tal, Additiva strukturer, Multiplikativa
strukturer samt Uttryck, likheter och ekvationer.
| alla dessa omraden finns en algebraisk kom-
ponent som handlar om att se, anvanda och
representera struktur. Sddana strukturella
komponenter behdver inte bara representeras
med bokstavsuttryck utan handlar ocksa om att
se och beteckna generella samband. Ett enkelt
exempel ar att subtraktionen 5-3=_och det
dppna additionsuttrycket 3+_=5 &r tva olika
sdtt att beskriva samma aritmetiska problem-
stallning. Eller allmant att vilket som helst av
uttrycken a+b=c, a=b-c och b=c—a ir sanna sa
ar ocksé de andra tva sanna. P4 den multiplika-
tiva sidan dr motsvarigheten att 3-:_=15 och
15/3=_ &r tva sitt att formulera samma arit-
metiska problem, och allmant att om om vilket
som helst av uttrycken a-b=c, c/a=b och c/b=a
ar sanna sa ar ocksa de andra tva sanna. Den
algebraiska komponenten av detta handlar inte
i forsta hand om att kunna producera de alge-
braiska uttrycken, utan om att forstéd sambandet
mellan operationer pa detta strukturella sitt.
En sarstillning inom omradet har ocksd den
distributiva lagen som kopplar ihop multiplika-
tion och addition.

31 Tal

Tal ar matematikens mest fundamentala objekt.
Valdigt manga matematiska egenskaper anges
genom att de méats med tal, som antal, ordnings-
féljd, vinkel, ldngd, area osv. Det giller dven manga
saker i vardagslivet och inom vetenskap, som
temperatur, massa, ldngd, alder, tid, hastighet
osv. Redan mycket sma barn har en uppfattning
om antal och under sin uppvéaxt far de ocksa
héra orden vi vanligtvis anvander for tal, det vill
siga riakneord, i olika kombinationer. De far dven
se siffror som ar de symboler som vi typiskt sett
anvander for att ange tal.

Det finns tre huvudsakliga dimensioner av
progression inom omradet tal: Talmédngder,
tals storlek och representationsformer av tal.

3.1.1 Talmangder

Den férsta dimensionen beskriver olika tal-
mangder. Redan nar barn borjar skolan har de
vanligen en god kansla for de positiva heltalen,
detvill sdga1, 2, 3..., som de till exempel anvander
nar de raknar antal eller anger ordning. Senare

i skolan lagger man till de positiva rationella
talen som till exempel tre fjardedelar eller fem
sjundedelar (vi &terkommer till diskussion om
hur detta kan géras). Darefter kompletterar man
vanligen med negativa tal som till exempel -7
och negativa rationella tal. Mot slutet av grund-
skolan far eleverna dven en viss kontakt med
de reella talen men huvudsakligen endast via
nagra specifika reella tal som inte &r rationella
(till exempel pi) eller via system av reella tal
som till exempel roten tv4, roten ur tre och s&
vidare. De djupare egenskaperna av rationella
tal respektive reella tal behandlas vanligen inte
i grundskolan och inte heller den stérsta klassen
av tal - de komplexa talen.

3.1.2 Tals storlek

Den andra dimensionen handlar om talens storlek,
framforallt nar det géller de positiva heltalen
och framfoér allt nar det galler att utféra arit-
metiska operationer pé& dessa tal. Traditionellt
brukar ganska mycket av aritmetikundervisningen
struktureras genom att relativt lingsamt dka
storleken péa de tal som elever ska kunna operera
med. Men det ar antagligen battre att mycket
tidigt, det vill sdga fran arskurs 1, arbeta med tal
upp till100 eller 1 000 eftersom mycket av den
viktiga struktur som eleverna ska vanja sig vid
inte uppkommer om man héller sig till smé tal
under 10 eller 20.
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Elever ar redan innan skolaldern vanligen bekanta
med bade sma tal, som 1, 2 och 3 och stora tal,
som 250 eller 1999. Kanske i form av priset pa
nagon vara. Den centrala podngen med att andéa
arbeta sarskilt med sméa tali omradet 1-10 och
senare 0-20 handlar om att sddana tal direkt

ar visualiserbara som méangder av objekt och

att den aritmetiska struktur, det vill siga vissa
talfakta och tabellkunskaper, som man kan lara
in inom detta talomrade senare ateranvands vid
berdkningar inom stérre talomréaden. Kopplingen
mellan intuition och visualisering & ena sidan och
hur tal kan representeras med matematisk nota-
tion, det vill sdga siffror och symboler, 8 andra
sidan dr enklare att erévra nar man arbetar med
sma tal som det gar att ha visuell éverblick éver.

3.1.3 Representationer av tal

Den tredje dimensionen av progression handlar
om vilka representationer som anvands for

att beteckna tal. Nedan beskrivs de viktigaste
representationerna.

Ikoniska representationer

Verbalt anvands ju rakneorden, och aven ord
for ordning, som forsta, andra, tredje osy, tidigt
i barns utveckling. Men hur betecknas tal? Det
vill saga hur kan man visa vilket tal man avser
utan att sdga det med ord? Till en borjan kan
man saga tal betecknas med det de betecknar
vill sdga antal saker. Det vill sdga nar man ska
beskriva antalet fem sa kanske man visar fem
saker eller fem fingrar. Ett liknande satt att
beteckna tal ar med ikoniska former, till exempel
fem streck for att beteckna fem.

(8@

Figur 1. En ikonisk representation av talet fem

i form av (en ritad bild av) fem saker som ocksé
illustrerar att fem kan byggas av tre och tva
och att fem kan delas upp i tre och tva.

Figur 2. |konisk representation av femkamrater,
det vill sdga olika uppdelningar av talet fem.

Positionssystemet®

Nista system som dyker upp &r vart tiopositions-
system, det vill sdga nér vi anvander tio siffror

0 till och med 9 och stéller dem i en sarskild
ordning och dér ordningen far betyda nagot sér-
skilt (13 betyder till exempel 10+3). Med hjilp av
positionssystemet kan man beskriva hur stora
positiva heltal som helst. Lagger man till ett
minustecken framfér s& kan vi ocksé beteckna
negativa tal. Genom att lagga till ett decimal-
tecken och siffror efter, kan vi ocksa beteckna
tal mellan heltal, sarskilt tal mellan noll och

ett, som till exempel 0,5. Positionssystemet ar
extremt anvandbart nar man vill géra berakningar
med addition och subtraktion. Det finns ocksa en
enkel princip for att kunna bestdmma hur stora
tal och for att avgdra vilket av tva tal represente-
rade med positionssystem som &r storst.

Tallinjen

En annan viktig representation att ta med tidigt

i utvecklingen ar tallinjen. Eftersom tallinjen ar
en viktig representation som inte alltid under-
visas pa ett sammanhingande séatt sa behandlas
den noggrant har. Med hjalp av tallinjen kan man
beteckna tal med hjalp av positioner, lAngder
och forflyttningar, alltsé inte bara antal. Det har
sittet att tanka pé tal anviander en annan del av
hjarnan an den som bara kopplar ihop tal med
antal, ndmligen sadan kognition som har med
rumsuppfattning att géra. Darfor starker syste-
matisk anvandning av tallinjen taluppfattningen.

5 | ett fullstandigt kommentarmaterial ska positionssystemet behandlas pa ett fylligare sitt, ungefir i samma detaljgrad som tallinjen och braksystemet nedan.
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Figur 3. Tallinjen tillsammans med en ikonisk
representation av antal med illustrationer

av uppdelning av talet fem. Tallinjen kodar
samtidigt tal som positioner, ldngder och
forflyttningar, och ger alltsa ihop med antals-
strukturen fyra olika sitt att se pa uppdelning
av fem i tva och tre. Figuren &r inte néd-
vandigtvis sarskilt instruktiv for elever, men
kan vara férklarande for larare.

Tallinjen kan ocksé anvandas fér att motivera
att det ska finnas tal mellan till exempel fem
och sex och att det ar sjalva verket finns hur
ménga sddana tal som helst som kan ligga

hur tatt som helst. Se figur 4, tallinje D och E,
nedan. Tallinjen ar ocksa ett viktigt hjalpmedel
for att hantera och forsta olika huvudraknings-
strategier for addition och subtraktion. D&
tallinjen anvands for att introducera brak, vilket
ar rekommenderat, s& far man pa képet att de
tankemodeller som eleverna har utvecklat for att
hantera addition och subtraktion fortsatter att
fungera nir eleverna ska hantera brak. Tallinjen
ar ett valdigt flexibelt matematiskt redskap och
alla tallinjer bygger pa en slags dubbelrdkning
av avstand. Vanligen sitter man pé tallinjen

ut streck med samma avstand mellan, sedan
bestammer man vad en forflyttning mellan tva
konsekutiva streck ska vara vart. Detta virde
maéste sedan vara detsamma fér férflyttningar
mellan tva konsekutiva streck var som helst pa
tallinjen. Figuren nedan visar fyra exempel, dar
exempel A visar den enklaste formen av tallinje
dar varje mellanrum mellan tva konsekutiva
streck betyder 1.
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A +—/F—"—"A——F—F——F————
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13

B +—/"A——""F+—"F+—"¢+—"—F—F—F——————
0 20 40 60 80 t 100 110

¢ +—+—F—"F—"rFrFFFFFF
0 100 200 t 300

o +—4+—"4"74—+—FF"F"F
0 2 1

E +—/"F+—"F"7F—"FF——————

0,5 t 06 0,7

F +—/—F—"———————————

t -1 0 1

Figur 4. Tallinjer.

Tallinje A. &r anvandbar for att vanja elever vid
tallinjen och tallinjen bygger pa positioner, for-
flyttningar och langder. En fraga som kan stéllas
vid arbetet med en s&dan tallinje 4r: Om jag stéar
pd 5, hur manga steg ar det till 8 (3 steg)? Man
kan ocksa arbeta med tals helhet och delar, det
vill sdga att tal kan dekomponeras och sattas
ihop genom att se viagen fran 0 till 8 som upp-
delat i hoppet 0-5 f6ljt av 5-8, ett fem-hopp
och ett tre-hopp. Detta kan senare anvidndas for
att dela upp addition av 8 i addition av 5 och 3.
Detta leder i sin tur till en berdkningsstrategi
ddr man ser 45+8 som 45+5+3. FOrst adderas
45+5, vilket ar latt, och sedan 50+3, vilket ocksa
ar latt. Tallinjen ger alltsé en grundlaggande
konceptuell struktur fér denna typ av viktiga
tankemodell.

Tallinjerna B—F har alla egenskapen att avstandet
mellan, eller férflyttningen mellan, tva skalstreck
4r nagot annat an 1. Fér alla sddana tallinjer
méste man alltid fundera ut vad langden, hoppet,
forflyttningen, steget etc mellan tva streck
betyder. Det behovs for att kunna avgora vilket
tal pilarna pekar péa for respektive tallinje. For
tallinje B ar detta relativt enkelt. Man kan "med
blotta 6gat" se att det &dr 10, 30, 50 osv som
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fattas mellan de angivna positionerna och att
pilen pekar pa 70. Fér de andra tallinjerna kravs
mer avancerade 6vervaganden. For C kanske
man ser att positionen mellan 0 och 100 maste
vara halften av 100 det vill sdga 50 och att posi-
tionen mellan 0 och 50 maste vara hilften av 50,
det vill sdga 25. Ett hopp mellan tva streck ar
alltsa 25. Det behovs aritmetisk kunskap om att
100/5=50 och 50/2=25 innan man kan hantera
denna tallinje och till exempel se att pilen pekar
pa 25 mer 4n 200 det vill sdga 225.

Tallinjerna D-F kraver forutom aritmetisk kunskap
ocksa andra representationer &n den som
vanligen anvands for att beteckna positiva heltal.
For D kan man kanske se direkt att strecket
mitt emellan 0 och 2 maste vara 1. Men sedan &r
det ju tre hopp fran 0 till 1. Man behéver alltsa
uppfinna tredjedelar fér att kunna namnge de
olika positionerna och konstatera att ett hopp
mellan tva streck hir ska vara en tredjedel som
kan betecknas ', och tva sddana hopp ar tva
tredjedelar, eller %5. Att namnge eller beteckna
positionen som pilen pekar pa kan da goras pa
tva sitt, antingen riaknar man alla tredjedelar
fran 0 och far 7/3, eller sa ser man att pilen

ar en tredjedel efter 2 och beskriver det som

2 och Y4, betecknat som 2%. Detta ar generellt ett
mycket bra sitt att introducera brék och brak-
notationen, som gor att den annars besvarliga
dvergangen fran egentliga till oegentliga brak
aldrig behéver uppkomma.

Tallinje D &r bara betecknad med heltalen 0 och 2,
men &r i sjilva verket en introduktion av brak-
begreppet. Det ar for att det i sjalva verket ar
1/3 mellan varje par av tva pa varandra foljande
skalstreck. For att kunna sdga vilket tal pilen
pekar pa behéver man alltsa tredjedelar och
kan antingen siga talet i fraga ar 1/3 mer 4n 2,
det vill sdga 2 1/3, eller s& kan man rikna antalet
tredjedelar frdn 0 och séga att talet ar 7/3.

For att hantera tallinje E behdver man vissa
kunskaper i decimalsystemet. Det finns ju inget
tal pa formen 0,S (S en siffra, 0, 1, 2 9) mellan
0,5 och 0,6, utan eleven maste veta att sddana
tal maste ha fler decimaler. Ett generellt sitt att
hantera fradgan ar att observera att det 4r 5 hopp
mellan 0,5 och 0,6, det vill siga att varje sadant
hopp ska vara vart 0,1/5=0,02. Pilen pekar pa
talet 0,02 fore 0,6, det vill sdga 0,58.

Tallinje F visar ett exempel pa negativa tal, och
det ar inte ovanligt att introducera negativa tal
via tallinjen.

Braksystemet

En annan mycket central representation for

tal 4r brakrepresentationen. Brék introduceras
valdigt ofta med hjalp av ikoniska geometriska
del-helhetsrepresentationer, som till exempel
bréakcirklar samt med del-av-antalsrepresenta-
tioner.



Det hela ar 5 lika delar.
2 delar ar markerade
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@O 0

Det finns 5 saker.
2 saker dr markerade

Antalet delar som ar markerade
ska sta 6ver brakstrecket

—— 2

Antalet lika delar som figuren 5
ar delad i ska sta under brakstrecket

Figur 5. Del-helhetsrepresentationer som utgadngspunkt for brak.

Med denna ingdng ska antalet lika delar som en
figur delas i std under brékstrecket och antalet
markerade delar st& dver brakstrecket. Denna
ingang till brak &r varlden dver dominerande,
men samtidigt ar det valdokumenterat att den
leder till m&nga missuppfattningar och att den
skapar en idé om brakbegreppet som &r svar

att utveckla. Bland annat leder detta satt att
hantera brék till att elever inte uppfattar att
brék &r tal och att brék uttrycker ett multiplika-
tivt férhallande. Brak uppfattas i stillet ndgot
helt eget. Det 4r ocksa vanligt att brak ses som
tva tal, i sjilva verket tva antal, och den intuition
som elever byggt upp fran arbete med heltal
motverkar att de utvecklar intuition fér att brak
ar tal som fungerar som vilka tal som helst. Det
ar ocksa svart att férsta vad multiplikation av
tva brék skulle betyda om man ser brékformen

som en slags beteckning av en geometrisk figur
dar vissa delar ar utvalda. Vad skulle till exempel
"tva av fem multiplicerat med en av tre” kunna
betyda?

Figur 6. Om brak tolkas som del-helhets-
modeller 4r det omajligt att forsté vad
multiplikation av tva sddana ska kunna betyda.
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Ett dilemma for undervisningen ar att del-
helhetsrepresentationerna ar sé vanliga och
ofta anvands i tester. Dessutom ar del-helhets-
representationer enkla att férsta for elever
initialt. Men som sagt leder del-helhetsmodellen
till problem senare i elevernas kunskaps-
utveckling. Ett naraliggande alternativ ar att
anvanda del-helhetsrepresentationer i form av
langder, sarskilt kompletterat med brak pé tal-
linjen. Att kunna anvanda tallinjen nar man ska
introducera brak ar i sjilva verket ett viktigt skal
att introducera och arbeta med tallinjen redan

i arskurs 1 eller tidigare. Brak pa tallinjen har
tva centrala fordelar. Dels férmedlar en sadan
modell direkt att brak &r tal och att ett visst brak
har en exakt storlek. Med del-helhetsmodeller
tenderar en bild av att ett brék som nagot relativt
att férmedlas. s av en liten pizza ar ju mindre
pizza an ¥z av en stdrre pizza. Men detta ar en
falsk bild av brak som ett sarfall bland talen, fér
alla tal har ju den egenskapen i en motsvarande
tillAmpning. 2 sma pizzor ar ju ocksa mindre
pizza &n 2 stora pizzor. Den andra férdelen

med tallinjen &r att brak mindre 4n 1 och stérre
an 1 samsas inom samma modell. Inom alla
del-helhetsmodeller for brak ar det ett stort och
svart steg att utdka begreppet till brék storre

an 1. Det beror péa att man fran boérjan utgéar fran
det hela (som delas i ett visst antal delar). Det
ar konstigt att tanka sig ndgot som &r storre an
det hela. | en tallinjemodell finns inget det hela.
| stallet 4r det 1 som ar enheten och som delas
in i det antal delar man ar intresserad av.

Tallinjerepresentationen kan ocksa fungera
som en konsistent modell for multiplikation av
bade heltal och brék (nagot som i kommentar-
materialet behandlas vidare inom omradet
multiplikativa strukturer).

>mr\3 = olN
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o -
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ol — = 41—
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Figur 7. Overst, en langdmodell fér brak.
Underst, en tallinjemodell som inkluderar bade
lAngder och positioner och direkt erbjuder
mojlighet att behandla brak stérre &n 1. Notera
aven att man péa kdpet far att 1=5/5 och i
generella termer att 1=a/a for alla a utom 0.

Ovan har det beskrivits hur brakrepresentationen
kan ges mening, till exempel med hjalp av tal-
linjen. Brakrepresentationen tillhor ocksa ett
symbolsystem — braksystemet. Precis om
tiopositionssystemet, som ar det mest kdnda
symbolsystemet i matematiken, erbjuder brak-
systemet mojligheter att behandla hur stora
tal som helst. Med en hjélp av en liten samling
grundlaggande idéer och manipulationsregler
erbjuder braksystemet samma slags fortjanster.
Braksystemet har tva centrala fértjanster
som undervisningen ska behandla. Den forsta
fortjansten ar aritmetisk och handlar om brak-
systemets férmaga att hantera multiplikation
och multiplikativ invers. Att multiplicera i brak-
systemet innebar att multiplicera tdljare och

. . sl ens. @ C_ac
ndmnare for sig, det vill sdga 5 4-bd"
Detta introduceras ofta inte férrian pa hégstadiet,
vilket troligen beror pa att introduktionen av
brak som del-helhetsmodeller tillsammans med
introduktionen av multiplikation inte erbjuder



nagot enkelt satt att forstd brakmultiplikation
vilket gor fenomenet alltfor abstrakt for att
hanteras pé lag- och mellanstadiet. Multiplikativ
invers handlar om att fér nagot tal a (ej 0) hitta ett
annat tal b sa att ab=1. Emedan det i positions-
systemet inte ar uppenbart hur man till exempel
ska hitta den multiplikativa inversen till 3,2 ar
det enkelt i braksystemet.

Braket a/b (varken a eller b far vara 0) har
inversen b/a, for att det vill s‘aga%- §=% =1.
eftersom "samma genom samma" alltid ar lika
med 1i braksystemet (0 undantaget) enligt
tidigare resonemang pa tallinjen. Sa inversen
till16/5 (=3,2) ar 5/16 (=0,3125, om man vill

rakna ut det i decimalform).
Nista fortjanst med braksystemet handlar om
vilka matematiska situationer eller fenomen
som enkelt kan representeras i braksystemet.
Braksystemet erbjuder ett gemensamt sitt att
beteckna en mycket stor mangd olika multiplika-
tiva situationer. For alla mojliga kvantiteter
a och b (utom 0) som dessutom kan vara méatta
i bade samma eller olika enheter 4r a/b en
beteckning for:

+ Vad ska man multiplicera b med fér att fa a?

* Hur mycket mer (multiplikativt) &r b &n a?

» Vad ar skalningsfaktorn som skalar b till a?

+ Vad &r férhallandet mellan a och b?

 Vilken ar forandringsfaktorn som tar b till a?

» Vad ar kvoten mellan a och b?

* Hur mycket brymsi a?
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| avsnittet om proportionella resonemang
utvecklas brakformens och braksystemets
anvandbarhet ytterligare. For kunna utnyttja
braksystemets anviandbarhet maste man dock
ocksé kunna arbeta inom bréksystemet. En
viktig egenskap hos braksystemet &r att samma
tal kan representeras pa oandligt manga olika
satt. Detta galler inte for positionssystemet, dar
varje tal har en unik representation®. Det galler
till exempel att 2/6 ="3. Nar man skriver om Vs till
2/6 pratar man ofta om att férlianga braket och
den omvanda ordningen kallas att forkorta. Det
finns viktiga skil att férlanga brak, till exempel
nar man ska addera eller jAmféra storlekar pa
olika brék. Men att férkorta brak har en sarskilt
viktig roll eftersom det ofta efterfragas att brak
som representerar rationella tal och har heltal
och bade tiljare och ndmnare skrivs i enklaste
form, det vill sdga férkortas sa lAngt som det &r
mojligt. Nar brak introduceras med hjilp av del-
helhets-modeller kan man férklara varfér 2/6="4
genom att hanvisa till att 2 delar av 6 tar upp
lika stor del av hela figuren som 1 del av 3. Det
ar dock hogst oklart varfor inte %5 kan forkortas.
Finns det verkligen inte ndgot smart sitt att dela
in figuren som kan representera en forkortning?

olN
w| =

Figur 8. Del-helhetsmodeller erbjuder lag
forklaringsgrad for nar brak kan férkortas.

6 Det finns ett undantag som dock inte berdr grundskolans matematik, namligen att 1=0,99999 (ett odndligt antal 9:or) och varianter p4 samma sak.
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Svaret ar nej, vilket kanske gar att fundera ut,
men vad ar egentligen villkoret som gor att 24/36
gar att forkorta, men 23/36, 24/37 och 25/36
inte gar? Det &r svart att forklara detta med
schematiska bildsystem (del-helhetsmodellen),
men enkelt att férstd och hantera i symbol-
systemet, forutsatt att undervisningen tidigare
har hanterat multiplikation av brék, att a/a=1och
faktorisering och primtal. Inom den begrepps-
varlden finns ett exakt svar pa nar att brak kan
forkortas. 2/6 kan forkortas for att exakt for
att det kan skrivas som %=%=1§%=1§- 1 =1§.
| allmanhet kan ett brak a/b férkortas om

a och b har minst en gemensam faktor (som

inte ar1). Om a=ce och b=de ar namligen
a_c-e_c e

B‘E‘E'Z=%'1 =%. Har ar det uttrycki
bokstaver, det vill sdga i en helt algebraisk
representation, men redan olika exempel med
specifika tal anger ménstret och kan ses som
ett slags algebraiskt satt att resonera med tal

i brakform. 23/36 kan inte férkortas fér att 23

ar ett primtal som inte har nagra gemensamma
faktorer med 36=2-2-3-3. 24/37 kan inte
forkortas for att 37 ar ett primtal som inte har
nagra gemensamma faktorer med 24-2-2-2-3.
25/36 kan inte faktoriseras foér att 25=5-5

inte har nadgra gemensamma faktorer med
36=6-6=2-2-3-3. Men 24/36 kan forkortas for
att 24=2-2-2-3 och 36-2-2-3-3. Vi kan alltsa
gruppera ihop 2 2:or i bade tiljare och namnare
till2/2=1, och en 3:a till 3/3=1. Kvar blir %.
Observera att detta helst aldrig ska forklaras
genom att man stryker en 2:aitiljaren och eni
namnaren. Det bor alltid forklaras genom att man
skapar 1:or i form av 2/2 eller rent allmant a/a.

Hantering av brakuttryck &r i sjilva verket s&
viktigt och sa beroende av faktorisering att det
i sig utgor ett skal att introducera multiplikation
pa ett satt som gor faktorisering och primtal
mojligt att férsta redan fran bérjan, en fraga
som behandlas senare i kommentarmaterialet.

Om man ska utnyttja denna finess maste man
alltsa arbeta med faktorisering och primtali
multiplikationsundervisningen innan eller sam-
tidigt som man bérjar att arbeta med brak.

Braksystemets additiva egenskaper, det vill
sdga hur det fungerar nar man adderar och
subtraherar, behandlas under rubriken additiva
strukturer.

Na&gra andra representationer”’

Det finns ocksé andra representationer av tal som
anvinds i grundskolan. Tva av dessa ar special-
varianter av brék. Decimalvarianten (decimalbrak)
av positionssystemet anvander system av
tiondelar, hundradelar, tusendelar osv. Procent-
form &r ett skrivsatt dar alla tal skrivs som
hundradelar, som nar 0,5="%=50/100=50 %,
eller 213=21300/100==21 300 % eller
0.0001=0.01/100=0,01 %. Uppgifter som handlar
om procent hér huvudsakligen till det omréade
inom 4.2 Funktioner och samband som heter
Proportionella resonemang, men det kan finnas
en sarskild poang i undervisningen att poangtera
att procentform som tal betraktat bara handlar
om att skriva ett tal som hundradelar, det vill
sidga N=N-100 %.

En ytterligare representationsform ar roten ur,
Va. Roten ur 4r samtidigt en funktion och ett
beteckningssiatt. Roten ur som funktion har ingen
sarskilt tydlig roll i grundskolematematiken,
men ar det funktion som fér positiva tal x ordar
ett positivt tal\Vx sddant att \x2 = x. Vad 4r 4
har allts& svaret 2. Men fragan vad ar+/2 har
inget annat svar &n /2. Det 4r den meningen
rotbeteckningen ocksé ar ett system foér att
beteckna tal som inte kan representeras exakt
vare sig med bréksystemet eller tiopositions-
systemet.

7 En annan kritisk representation av tal och kvantiteter som hér grundskolan till &r den speciella notation vi anvander for att ange tid med hjalp av timmar,
minuter och sekunder, men denna ligger — precis som undervisning om klockan det ligger utanfér vad som finns méjlighet att behandlas ii denna rapport.
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Forslag pa text till avsnitt 3.3

3.3 Multiplikativa strukturer

N&sta delomrade med redan nu mer utvecklade
forslag till kommentarmaterial &r avsnittet

om mulitplikativa strukturer. Med detta avses
huvudsakligen allt som har med multiplikation
och division att géra, men dven férhallanden,
skalningar, brak och liknande. Nar det giller
multiplikativa strukturer ar det inte sa enkelt att
sédrskilja de situationer som motiverar begreppen
och de representationer som man kan anvinda
for att motivera och hantera begreppen. Darfor
beskrivs nedan ett gemensamt avsnitt som
behandlar bade situationer och representationer.

3.3.1 Innebdérden av multiplikation och
division och multiplikativa situationer
och representationer

Multiplikation och division introduceras ofta pa
sitt som inte gor det uppenbart hur operationerna
hanger ihop. Division introduceras nastan enbart
via tva olika klasser av situationer. Den som ofta
kommer forst ar uppdelning eller likadelning.
Om du har 12 saker som ska delas lika mellan

3 personer skriver du detta som 12/4 och far
resultatet 4. Om man rent praktiskt ska hantera
en sadan situation kan man dela i turordning.
Dela ut en sak i taget till person 1,2, 3 och 4

och bdrja sedan om. Nar alla saker ar utdelade
raknar man hur manga var och en har fatt.

0O000OOOO0000

Figur 9. Uppdelning och likagruppering av 12 i
4 lika delar med 3 i varje del; det vill sdga en
situation som ger mening at uttrycker 12/4=3.
Samma ikoniska representationer kan ockséa
representera gruppering av 12 i lika delar med
3 i varje, sa kallad innehallsdivision kan d& ge
mening &t uttrycket 12/3=4.

Den andra divisionssituationen ar likagruppering,
som &ven kallas innehéllsdivision eller matnings-
division. Denna divisionssituation handlar om
att du har 12 saker som ska delas upp i grupper
sd att det &r 4 i varje grupp. Aven detta skrivs som
12/4 och svaret ar 3. En viktig observation ar

att uppdelningssituationen fo6r12/4=3 i figur 9
ovan, samtidigt representerar likagrupperings-
situationen 12/3=4. Det finns alltsd tva olika
situationer, likadelning och likagruppering,

som har till var sitt aritmetiskt uttryck 12/4=3
respektive 12/3=4 men som representeras av
exakt samma ikoniska bildrepresentation. Detta
ar inget sarskilt for talen 3, 4, och 12 utan galler
alltid, vilket man genom att resonera med hjalp
av den i rektangelform arrangerade bilden kan
forsta. Det vill sdga om a/b=c sd dr a/c=b och
detta ar ett generellt samband.
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Detta samband leder oss ocksé in pa multiplika-
tion. Bland annat méjligheten att férsta divisioner
med den typ av rektangelmodeller som ses i
figur 9 motiverar att ocksa multiplikation bor
introduceras med hjalp av rektangelmodeller.
Rektangelfiguren i figur 9 kan ocksé anvindas
for att ge mening at multiplikationerna 3-4=12
och 4-3=12 och kopplas till situationerna att

ta 3 kopior av fyror, det vill sdga av grupper om
4 objekt, eller 4 kopior av treor, det vill sdga av
grupper om 3 objekt. Med rektangelrepresenta-
tionen ser man dessutom direkt att12=3-4=4-3.
Inte heller detta ar en egenskap som ar harledd
just med hjilp av talen 12, 3, och 4 utan fran
figurens form, det vill sdga det giller allmant
att a-b=>b-a, det vill sdga att multiplikation ar
en kommutativ operation.

Rektangelformationer behdver inte skapas med
diskreta och separerade objekt, som i figur 9
ovan. Med férdel kan man anvianda enhets-
kvadrater, som i figuren nedan:

12=4-3 ~ =4 <=3

Figur 10. 12=3-4=4-3,12/3=4 och 12/4=2
med enhetskvadrater i rektangelform.

En sadan trippel av aritmetiska uttryck kallas
en multiplikativ talfamilj.

Fran enhetskvadrater kan man ocksé niarma sig
multiplikation och division med tal som inte

ar heltal. Betrakta till exempel 4-1'%. | figur 11
nedan kan man se att 4-1% kan klippas upp och
omformas till 3-2=6, det vill sdga vi kan se att
4-14=6.

N =
1l
w
N
1l
o

Figur 11. Omgruppering av multiplikation.

Med denna kunskap kan vi nu ga vidare och
fundera pé vilken multiplikativ talfamilj som
genereras om man startar med 4-1%2=6. Det
ser vi i figur 12. Dar vi aven illustrerar samma
sak med 1%2 ersatt med den alternativa
representationen 3/2.

6=4.1+ 8_41 6 _, .43 8.3 6_,
2 4 2 41 2 4 2 3
2 / \2

Divisionen Talet (bréket)
6/4 3/2

Figur 12. Multiplikativa talfamiljer med bréak.
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Genom att tinka sig att sddana har rektanglar saken. Ur sambandet ovan far vi d& att 1/2=2,
kan havilka sidlangder som helst, det vill sdga vilket ar en icke-trivial likhet. Sarskilt om man
inte bara heltal eller brék, kan man inse att idén tanker pa division som uppdelning. Du kan ju
om multiplikativa talfamiljer och det associerade  inte dela upp 1 sak pa en halv person.
sambandet mellan multiplikation och division

maste gilla for vilka tal a och b men a-b=c som Att utga fran rektangelmodellen vid multiplikation
helst (sa lange inget tal 4r 0). har flera andra fordelar. En viktig egenskap hos

rektangelmodellen ar att man redan innan man

definierar multiplikation kan skapa uppgifter som

b c=a-b handlar om tvé av de mest fundamentala aspek-
2 terna av multiplikation, namligen faktorisering
c c och primtal. Man kan dela ut olika mangder
c=a-b p-2 a’ b knappar, klossar eller andra likformiga foremal
b c och fraga: Vilka olika fyllda rektangelformer kan
— du bygga av ditt antal? Till skillnad fran mot-
E\_/‘ c | svarande fraga inom det additiva omradet (se
i, .a Figur 2) s& har den multiplikativa frigan inte nagra
b ¢ forutsagbara svar. 12 kan till exempel byggas
Figur 13. Allmanna multiplikativa talfamiljer. till1-12, 2-6 och 3-4 (samt de kommutativa
kopiorna) med for 13 finns bara 1:-13. Det denna
Detta kan anvandas for att utforska, och dven uppgift gor ar att infora faktorisering, det vill sdga
berdkna, divisioner som man annars inte kan att "multiplicera isar" tal. Att 13 endast har fakto-
hantera. De flesta elever kan exempelvis redan riseringen (i heltal) 113 betyder per definition

vid skolstarten inse att 2-%2=1. Tva halva &r hela att 13 ar ett primtal, som 2, 3, 5 och 7 ocksé ar.

12 3 4 5 6 12
[T B CTT7] s ([ 1] . OO
191 21 31 41 51 6-1 121
|
|
22 3-2 62 4-3

Figur 14. Faktorisering och primtal.



En battre kursplan i matematik

En annan férdel med rektangelmodellen ar att
man kan visa hur olika multiplikationer hanger
ihop, forst i sarskilda fall och sedan allméant.
Om man inte 4nnu har memorerat 5-7, s kan
man ju se att den multiplikationen kan byggas

Genom att tillsammans i klassen bygga ihop
den stora multiplikationsrutan nedan kan man
identifiera manga andra sddana mdénster, som
till exempel att hela 7:ans tabell kan byggas av
5:ans plus 2:ans.

aven5-5ochen5-2.

Den stora multiplikationstabellen ar ocksa
hjalpsam for att hantera divisioner, och férklarar
darfér varfor det ar sé viktigt att s smaningom
kunna multiplikationstabellerna utantill, vilket
alltsd ockséd innebdr att kunna den baklinges,
det vill saga veta vilka tal 0-100 som finns som
produkter av multiplikationer inom omradet
0-10. Att anvanda multiplikationstabellen for

att hantera divisioner bygger pa att divisionen
5.7=5-5+5-2 a/b=

. =7 T
5-7=7% _ kan formuleras som b-_=a. Divisionen

42/6=_kan vi alltsd tanka pa som den 6ppna
multiplikationsutsagan 6-_=42. For att l6sa

Figur 15. Bygga multiplikationer av andra
multiplikationer.
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Figur 16. Den stora multiplikationstabellen.




den behover vi bara félja raden for 6 i tabellen,
tills vi hittar 43 och se att den star i kolumnen
fér 7, sa svaret ar 7. Eller s& sdker vi i sexans
tabell i minnet och finner att det ar 6-7 som

ar 42,

Multiplikation och division behéver ocksa
utvidgas till braksystemet. Som beskrivet inom
omréadet tal ovan, erbjuder braksystemet nagra
fundamentala evalueringsregler och transfor-
meringsregler, namligen:

|- 2. c_ac
ai=a b d bd
a a
T—a 5—1
a b
B a |

Figur 17. Evaluerings- och transformeringsregler
i braksystemet.

Det ar med hjalp av dessa regler man ska hantera
brak i multiplikativa sammanhang. Vi har redan
tidigare beskrivit att férkortning och forlangning
av brék (som i praktiken ar en del i hur man
raknar med brék) hanteras med hjilp av dessa
regler (det som aterstar ar division). Oavsett hur
brak har introducerats ar det bist att resonera
med dessa regler i symbolsystemet nar brak-
division ska hanteras. Men kan tidnka pa proces-
sen som att forst inse att problemet ar att vi
inte vet hur vi ska dividera med ett brak, sa vi
neutraliserar ndmnaren genom att multiplicera
med dess invers. Men fér att inte hela brakat
ska dndras méaste vi multiplicera dven tiljaren
med samma tal, det vill siga ndmnarens invers.
Vi anvander alltsd invers och att multiplikation
eller division med det neutrala elementet i
multiplikation (det vill sidga 1) inte paverkar en
multiplikation eller division, tva ganger.

En béttre kursplan i matematik

a
b _»5
¥ 1
d =

/
a a.d
b _ _b c_ad
c 1 b c
d

R =1

Figur 18. Bréakdivision.

3.3.2 Berakning av multiplikation och
division och den distributiva lagen.

En ytterligare foérdel med att huvudsakligen
behandla multiplikation med en rektangel-
modell &r att ett av skolmatematikens viktigaste
samband kan introduceras och anvandas redan
péa lagstadiet. Den distributiva lagen kopplar
samman multiplikation och addition. | multipli-
kationen 6-7 kan 7 delas upp som 7=5+2. Som
man enkelt ser genom att dela isédr den rektangel
som motsvarar 67 kan man alltsa skriva, och
ddrmed berdkna 6-7 som 6:7=6-5+6-2.

6 6

67)=6-6+2=6-5+6-2

6:7=6:(5+2)=6-5+6-2

Figur 19. Den distributiva lagen. Den additiva
uppdelningen av 7 leder till en additiv
uppdelning av multiplikationen 6-7.

Detta samband kan ocksé anviandas baklinges for
att faktorisera additiva uttryck. Bada de additiva
komponenterna i uttrycket 30+12 innehaller en
faktor 6 sa darfor 4r 30+12=6-5+6:2=6(5+2). Pa
den allménna nivan har vi alltsa att a(b+c)=ab+ac.
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Notera i figur 19 att parentesnotationen introdu-
ceras som en férenklad form av en inringning. 5+2
ringas in for att beteckna att multiplikationen

6- inte bara som vanligt ska verka pé talet som
star direkt efter utan hela det som &r inringat.

Den distributiva lagen &r grunden for nastan all
slags forenklad hantering av multiplikations-
och divisionsberakningar. Nar man hanterar
23-5 genom att dela upp berdkningen som
20-5+3-5, det vill sdga genom att anvanda sig av
talsorter och positionssystemet, sa 4r det den
distributiva lagen som forklarar varfoér det ar

majligt.
20 3
23 20 3
23-5=(20+3) 5=20-5+3-5

Figur 20. Distributiva lagen.
Pa liknande satt kan man dela upp 2313 i fyra

delar och aven visa den algebraiska versionen
av den distributiva lagen.

c+d ac+ad+bc+bd

a+b

(a+b)(c+d) = ac+ad+bc+bd

Figur 21. Den distributiva lagen i generell form.

Aven metoder fér division bygger pd samma sitt
pa den distributiva lagen. B&de nir det giller
metoder som anvander talsorter och positions-
systemet, som kort division eller de flesta
divisionsalgoritmerna. Undervisningen boér dock
ocksé behandla sé kallad "chunking". Betrakta
till exempel 896/8. Vi sdker alltsa l6sningen pa
8- =896.

Vi ser inte l6sningen direkt, men vi kan se att
8-100=800 &r en produkt av 8 som vi bade
enkelt kan rikna ut och som far plats i 896. Med
distributiva lagen har vi da att 896=8-800+96.
VI kan nu se att 8:10=80 ryms i 96, s&
896=8-100+8-10+16.

Slutligen servi att 16=8-2, s4 896=8-100+8-10
+8-2=8-(100+10+2)=8-112, det vill sidga svaret
ar 112. | divisionsform har vi alltsa sekventiellt
brutit isdr division i delar som vi kunde hantera,
utan att ha en explicit plan fér hur det skulle
sluta.

896_800 96 800 80 16
5 5 =100+10+2=112

'8 8 8 8
Figur 22. Uppdelning av divisioner.
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Forslag till text till avsnitt 4.4

4.4 Proportionella samband och
resonemang

Det finns en kompetens som &r helt avgdérande

foér om elever lar sig den matematik som vi

arbetar med i grundskolan; férmagan att hantera

multiplikativa strukturer och proportionella

resonemang med flyt. Den typ av problem

som kan lésas med hjalp av proportionella

resonemang, utgdér majoriteten av alla problem

elever forvantas hantera med flyt fran arskurs 4

och upp till Matematik 1 p& gymnasiet. Aven

i fysiken, kemin och biologin ar proportionella

resonemang helt centrala.

Med proportionalitet menar vi en situation dar
tva kvantiteter ar linjira mot varandra vilket gor
att du genom att multiplicera eller dividera kan
finna det som s6ks i problemet som ska losas.
En proportion ar ett matematiskt begrepp som
beskriver alla situationer dar ett linjaritets-
férhallande finns mellan tvé eller flera kvantiteter
som en likhet mellan férhallanden eller en linjar
funktion i en eller flera variabler. Proportionella
resonemang ar den aktivitet som det innebar
att arbeta med proportioner. Proportionella
resonemang ar den starkast sammanbindande
idéen i hela skolmatematiken. Den tar tid att
utveckla begreppet linjaritet som ar grunden
for att ett proportionellt resonemang ska vara
tillampligt.

Proportionella resonemang anviands pa multipli-
kativa relationer. Enklare uttryck sa talar vi om
alla situationer dar vi behéver multiplicera eller
dividera for att komma fram till svaret. Propor-

tionalitet startar blygsamt i skolmatematiken
med fordubbling, halvering och skalning av
enkla brak. Over tid, och genom arskurserna,
tar sedan de proportionella resonemangen
successivt mer och mer plats. Det &ar val kant
att elever dver hela virlden har svart att utveckla
féormagan att resonera proportionellt om brék,
procent, forhallanden, skalning, likformighet,
trigonometri och forandringshastigheter. Typiska
problem som kan lésas med proportionella
resonemang ar problem dar tva varden &r givna
och det tredje saknas och ska riknas ut, s&
kallat saknat-varde-problem. Problem av saknat
varde karaktar genomsyrar skolmatematiken
eftersom det aterkommer inom alla matematiska
omraden som ingar i skolmatematiken. Propor-
tionella resonemang anvands aven for att l6sa
problem dar eleven ska jamfora vilket férhallande
som &r stérre eller mindre &n det andra.

Progression i utvecklandet av multiplikativa
proportionella resonemang ar val beforskat.
Eleverna behover ges mojlighet att kdnna igen
om situationer kraver ett additivt eller ett
multiplikativt resonemang. Nar eleven val har
lart sig identifiera en proportion behéver hen
generella strategier for skalning till den okdnda
kvantiteten. Eftersom en proportion definieras
som en linjar funktion eller en likhet mellan tva
forhallanden a/b=c/d, ar brakbegreppet helt
centralt for elevernas utveckling av de propor-
tionella resonemangen. Sarskilt kunskap om brak
som skalningsoperator och multiplikativ invers
ar helt avgérande for elevernas utveckling.

39



40

En battre kursplan i matematik

Att beharska proportionella resonemang omfattar
foljande kompetenser:

+ Eleverna kan avgdra om en situation ar
additiv, multiplikativ eller en kombination
av bada.

» Eleverna kan identifiera vilka kvantiteter
som beskriver ett linjart férhallande och
anvadnda proportionella resonemang for
att l6sa situationen.

» Eleverna behiarskar den symboliska
representation som anvands for att
hantera proportionella resonemang.

» Elevernas kan explicit anvianda
generella brakkunskaper nar de
utfér proportionella resonemang.

» Eleverna kan effektivt anvidnda
olika representationer for att utféra
proportionella resonemang.

| avsnittet progressionslinjer for proportionella
resonemang beskrivs vad och nar ett visst
innehall ska arbetas med for att eleverna ska
ges mojligheter att utveckla proportionella
resonemang och nar eleverna ska ha uppnatt
sdkerhet i resonemangen. | avsnittet exempli-
fiering av innehall illustreras progressions-
linjerna med olika uppgiftstyper och problem.
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Forslag till text till avsnitt 4.5:
Progression genom arskurs 1-9
inom omradet funktioner,
samband och algebra®

Arskurs 1-3

Enkla proportionella samband och
skalningsoperatorer i form av naturliga
tal och deras rationella inverser

| arskurs 1-3 ska undervisningen behandla
enkla proportionella resonemang som bygger
pa barns intuition for att dela lika, férdubbla
och halvera mangder och objekt samt skalning
med naturliga tal. | undervisningen om skalning
ingér att arbeta med naturliga tal och deras
invers. Det innebdr att brak i form av rationella
tal presenteras som skalningsoperator i enkla
situationer som till exempel dar en mamma
bjérn har 3 ganger sd manga saker i sin ryggsick
som lilla bjorn, som alltsa har % s& manga saker
i sin ryggsick. Det gar bra att resonera med ord
om att ha tre ganger s mycket och en tredjedel
sa mycket men det ar viktigt att sambanden
formaliseras med matematiska symboler si att
eleverna ges mojlighet att tidigt borja vanja sig
vid att matematisera situationer.

1
Lilla bjorn 3 Stora bjérn

/\

3
Banan 1 ? Banan
1
- = -4 .4 . 1_
4 4
Apple 4 3 12 Apple
A
3

Figur 23. En diagrammatisk representation av
proportionella relationer.

Ur definitionen av proportion som en likhet mellan
tva férhallanden a/b=c/d, féljer att a-d=b-c.
Undervisningen ska behandla varfér det i propor-
tionen a-d=b-c. ar mojligt att halvera en faktor
och dubblera den andra och fortfarande behélla
samma varde pa uttrycket, till exempel varfor
6-4=3-8. Har infors naturligt att en etta, som

ar neutral i multiplikation, kan skrivas som
vilket naturligt tal som helst, multiplicerat med
sin invers. | det enkla, men algebraiskt viktiga
fallet 'halva-dubbla' anvander vi ettan 1=2-2
tillsammans med kommutativa lagen for att
visa tranformationen 6:2-4-2=3-8. | just det
har fallet, eftersom 6 dven delas av 3, finns det
mojlighet att visa att 6-13-4-3=2-12. Utan att
formalisera algebraiskt férbereds eleverna

8 Hir med betoningen av progressionen genom delomradet Proportionella samband och resonemang.
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genom undervisningen pé att i arskurs 4-6 med
primtalsfaktorisering och kreativa ettor kunna
generalisera omskrivningen av heltalsuttryck
a-b=a-1/c-b-c,dar aoch btillen bérjan ar hela
tal for att i &rskurs 7-9 generaliseras till att gilla
alla sorters matematiska uttryck.

Arskurs 4-6

Jamforelser mellan additiva och
multiplikativa strukturer

| &rskurs 4-6 ska undervisningen behandla
jamforelser mellan additiva och multiplikativa
situationer. Sarskilt fokus ska liggas pa att ge
eleverna maojligheter att identifiera och sarskilja
additiva situationer fran multiplikativa situationer.
Undervisningen ska explicitgdra det multiplikativa
forhallandet i proportionella situationer och
kontrastera det mot additiva situationer och
andra icke-proportionella situationer. Malet

ar att eleverna ska lara sig att analysera vilken
matematisk idé som den givna situationen vilar
péa, oavsett om de har sett ett liknande problem
tidigare eller inte. Men att kunna identifiera en
multiplikativ situation dar proportionella resone-
mang ar tilldmpliga racker inte. Undervisningen
ska ocksa ge eleverna generella modeller for att
matematisera multiplikativa situationer for att
kunna berdkna det som efterfrdgas i uppgiften
eller problemet.

Identifikation av den multiplikativa
relationen i férhallanden

Undervisningen ska tydligt definiera den
multiplikativa relationen i brakkonstruktioner
och rationella uttryck. | arskurs 4-6 fokuseras
undervisningen p& multiplikativa heltals-
operatorer for skalning tillsammans med den
motsatta operatorn, inversen i form av rationella
tal. Skalningsoperatorer bade inom och mellan
matenheter ska anviandas och diskuteras med
eleverna. Undervisningen ska explicitgdra att

samma losningsmodeller kan anvandas for
problem som delar samma struktur. Synlig-
gorandet av att samma l6sningsmodeller ar
tillAmpliga pa alla saknat-varde problem som
vilar pa en multiplikativ struktur problem kraver
en konsekvent symbolisk representation. Under-
visningen ska visa tydliga kopplingar mellan

proportioner definierade som likheter mellan
tva férhallanden, %=§ och brakrepresentationen.
Ett férhallande [eng. ratio] &r en multiplikativ
relation mellan tva kvantiteter. Exempel pa
berémda férhallanden ar till exempel relationen
mellan omkretsen och diametern for cirklar, som
for alla cirklar i planet ar lika med talet pi (11);
sinus, cosinus och tangens som beskriver
relationerna mellan sidorna i ratvinkliga trianglar
for olika vinklar och det gyllene snittet. | alla
namnda fall &r uttrycksformen en kvot. Det ar
kvoten mellan omkretsen och diametern, O/d,

som betecknas med Tt.

Undervisningen ska syfta till att elevernas
konceptualisering 1t ar att det ar det konstanta
forhallandet mellan omkretsen och diametern
for alla cirklar i planet. Narmevardet 3,14 har
inte alls samma konceptuella innebdérd. Det ar
bara ett tal som inte sdger nagot om elevens
forstéelse for vad férhallandet representerar.

| vardagligt tal betyder 1t att det att det ar lite
mer 4n tre ganger sa langt runt en cirkelns rand
(yttre kant) som lingden rakt dver mitten pa
cirkeln, diametern.

Symboliska representationer och
generella modeller

Aven da undervisningen i &rskurs 4-6 fokuserar
pa hela tal 4r det viktigt att undervisningen
redan nu ar tydlig med att a, b, c och d kan vara
vilka uttryck som helst. Detta foér att undvika en
missuppfattning om att generella rakneregler
for brak bara skulle gilla hela tal.
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7 1 ab N3 Xao3X" 05 cos(x) X2 +1
4 3 a 2 S o baX" 6.7 sin(x) 2x3—4x
ac_a a_, ab_, a c_ad+ch

b d bd a b a b d  bd

Figur 24. Exempel pa brékrepresentationer och riakneregler som giller fér dem.

Sarskilt fokus ska laggas pé att sirskilja olika
konceptualiseringar av brakbegreppet. Brak i
betydelsen del av helhet, del av antal och tal p&
tallinjen ar introducerat i arskurs 1-3. | arskurs
4-6 ska undervisningen behandla brék som
del:del férhallanden och operatorer.

Undervisningen ska behandla att det ar skillnad
pé del:del-férhallanden och del/helhetsbrak. Till
exempel, om ett féretag anstéller 11 kvinnor och
31 man representerar del/helhets-braken 11/42
och 31/42 férhallandet mellan kvinnor och méan

i forhallande till helheten. Om eleverna istéllet
ska beskriva foretagets kdnsférdelning ar det
del:del-férhéllandet 11:31 mellan kvinnor och man
som &r relevant. Del:del-forhallandet beskriver
tva delar av samma helhet. Deras summa utgor
helheten (har 42). Elever har visat sig ha svart att
kdnna igen del:del-férhéllanden och att sarskilja
dem fran egenskaperna hos del/helhets-
forhallanden. Undervisningen ska ge eleverna
mojlighet att arbeta med situationer som kraver
en 6vergang fran del:del- till del/helhets-
forhallanden. Undervisningen ska behandla de
olika notationerna fér férhallanden. Vi anvander
bade rakt brakstreck, snett brakstreck och
kolon fér att representera férhallanden. Det ar
mycket viktigt att eleverna férstar att de olika
notationerna signalerar ett férhallande. Oavsett
vald notation sa giller generella rakneregler

for brak. | kommentarmaterialet har vi valt att
anvanda kolon for del:del férhallande och rakt
eller snett brakstreck fér del-helhets férhallande.

Undervisningen ska behandla brédk som operator.
Att kunna skapa en operator pa formen b/asom
transformerar (skalar) ett godtyckligt uttryck a
till ett godtyckligt uttryck b ar sarskilt viktigt for
elevernas utveckling av proportionella resone-
mang. Forstaelsen fér operatorn kan byggas via
bréak som multiplikativ invers (rakneregel 4).

Rakneregler for forhallanden skrivna pa brakform:

1. Ett tal n kan skrivas i brdkform som n/1.

2.a/b=c/dom och endastomad=bc; b
och d ar skilda fran noll

3. a/b-c/d=ac/bd; boch d ar skilda fran noll

4. Ett tal a/b har en multiplikativ invers som
ges av (a/b)" = b/a.

5.a/b+c/d=a/b-d/c=ad/bc; boch dar
skilda fran noll

Brak som operator anviands for att transformera
(skala) ett godtyckligt tal till ett annat. Vi exem-
plifierar med fragan: Vad ska du multiplicera 8
med for att fa produkten 7?

?
—_—

8 7

| det har fallet ar det 7/8 som du ska multiplicera
8 med for att transformera attan till produkten 7.

7
8
—

8 7
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Operatorn skapas % skapas genom att multipli-
cera uttrycket med den multiplikativa inversen
till 8, fér att fa mellansteget 1, multiplicerat
med 7, % -7 =£

Att det fungerar sa har kan ockséa visas med
hjalp av tre aritmetiska regler.

« Alla heltal kan skrivas som brak genom
att inféra det neutrala elementet 1i
namnaren, det vill siga att 8 kan skrivas

som %

+ Tva brék som ska multipliceras far skrivas
pa ett gemensamt brakstreck %%

* Kommutativa lagen galler.

7_87_8
AR

1.1
1-8 =1q=7

4
1 1
Undervisningen ska behandla det generella
fallet for skapande av bradk som operator. Aven
da undervisningen i arskurs 4—6 féretradesvis
behandlar hela tal ska undervisningen utmana
elevernas begreppsférstaelse genom att visa att
en operator kan skapas av alla sorters uttryck.
Detta for att lagga en grund fér en utvidgning av
begreppet i arskurs 7-9.

b
a
—
a b
| &rskurs 4-6 inférs tildetecknet (~) for att sig-

nalera att ett proportionellt férhallande mellan
tva eller flera kvantiteter existerar.

Tva modeller fér att hantera proportionella
resonemang ska presenteras:

1. Tilde-tabellen fér bygga-upp-strategier.

2. Kommuterande diagram for att
matematisera sa kallade saknat-varde
situationer med skalning bade inom
och mellan enheter.

Vid sidan av dessa modeller kan lararen fritt
valja att arbeta med andra modeller som till
exempel den singaporianska block-modellen
for att ge eleverna ytterligare verktyg att variera
sina modeller och representationsformer.

Tilde~tabellen anvands for att bygga ihop en
6sning till en proportionell situation. Bade
multiplikativa och additiva resonemang anvands
i lodsningar med tilde~tabeller. Tabellen d&r mycket
effektiv d& den ger stor frihet till eleven att
resonera om det givna problemet séa lange det
proportionella férhallandet respekteras. Vi
exemplifierar med ett problem:

Igar képte jag 12 bitar godis fér 28 kronor.

Idag ska jag ga tillbaka och képa samma sorts
godis till samma pris fér 35 kronor. Hur manga
godisbitar far jag?

Undervisningen ska behandla ett strukturerat
satt att redovisa sina bygga-upp-strategier i
form av en tilde~tabell. Eleverna ska skala om
det proportionella férhallandet 12 bitar for

28 kronor pa olika sitt tills de kan bygga ihop det
till 35 kronor. Det har ar en kreativ process och
den enda matematiska regel eleverna behéver
beakta ar att det forsta paret som eleverna har
identifierat som den proportionella relationen
ska féljas at i skalningen. | varje steg i processen
utférs antingen en skalning av ett tidigare steg,
eller s adderas eller subtraheras tidigare steg.



Vi anvander tilde tecknet, ~, for att kormmunicera
att 12 st ~ 28 kr (ar proportionella).

st ~ kr
12 28
6 14
3 7
12+3 =15 28+7=35

Figur 25. En tilde~tabell.

Varje rad innehéller en kombination av godisbitar
och pris som ar proportionell mot ursprungs-
relationen, 12 godisar fér 28 kronor, som star
dverst. Malet ar att identifiera antalet godisar
eleverna kan koépa for 35 kronor. Genom att
halvera den proportionella relationen tva ganger,
forst till 6~14 och sen till 3~7, nas all information
som behdvs for att svara péa fragan. Halveringarna
ar multiplikativa operationer. Dessa kombineras
med en additiv operation dar 28+7 adderar

upp till 35 och motsvarande antal adderar upp
till 15, som &r svaret pa fragan. Tilde "~tabeller
och bygga upp strategier kan anvindas pa alla
proportionella situationer dar ett saknat varde
sOks.

En proportion som en likhet mellan tva for-
hallanden bestéar av fyra kvantiteter %=%. Da
ett varde saknas kan vi resonera oss fram till
detta med hjalp av proportionella resonemang
inom eller mellan enheter i ett kommutativt
diagram. Ett kommutativt diagram skiljer sig
frén tilde~tabellen d& resonemangen ar enbart
multiplikativa. Det vill sdga att inga additiva
inslag finns s& som det gor i de bygga-upp
strategier som anvands i tilde-tabellerna. Vi
anvander relationerna inom eller mellan de
kvantiteter som utgdr proportionen i fraga.

Ett kommutativt diagram kan anvandas som
modell foér alla proportionella situationer. Men
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lat oss betrakta en av de enklaste av alla mate-
matiska situationer. En som eleverna arbetar
med redan i arskurs 2.

Hur mycket pengar behéver du for att képa fem
kakor som kostar fyra kronor styck?

Modellen kommutativt diagram kraver tre kinda
kvantiteter och efterfrdgar en okiand som vi ska
berdkna, dar alla fyra kvantiteterna ar relaterade
i en likhet av typen ab=cd. Vid en forsta anblick
pa fragan ser vi bara tva givna kvantiteter, de

5 kakorna till priset av 4 kr/st. Men vi har impli-
cit har fatt reda pa vad 1 kaka kostar genom
enheten kr/st. Faktum ar att det alltid finns en
'implicit etta' i multiplikativa situationer. En helt
vanlig multiplikation, som till exempel, 3:5 =15
kan ocksa skrivas 3:5 = 15-1 eftersom 1 4r det
neutrala elementet i multiplikation.

Sa hiar modelleras kak-situationen i ett
kommuterande diagram for proportionellt
resonemang dar kakor (st) ~kronor (kr).

Kakor Kronor
-4
1 < >
5 < » D
-4

Figur 26. Multiplikativa relationer inom och
mellan enheterna i kak-kopet.

Uppe i vanstra hérnet av var modell representerar
ettan, 1 kaka och under ettan skriver vi in kost-
naden for kakan, 4 kr. Langst upp till héger
skriver vi 5, vilket representerar 5 kakor. Nu har
vi matematiska relationer i tva dimensioner. Inom
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antalet aktuella kakor (vanster sida lodratt)

och mellan antalet kakor och hur mycket en
kaka kostar (6versta raden vagratt). De sviangda
svarta pilarna representerar resonemang inom
antalet kakor. De b6jda gréna pilarna represen-
terar resonemang mellan kvantiteterna kakor och
kronor. Ett resonemang inom kak-kvantiteten
innebér att eftersom 5 kakor ar 5 ganger sa
mycket som 1 kaka s& kan vi hitta kostnaden for
fem kakor genom att multiplicera 4 kr med 5.
Det gar lika bra att anvinda ett resonemang
mellan kvantiteterna kakor och kronor. Eftersom
1 kaka kostar 14 kr sa kostar 5 kakor 54 kr. Att

vi kallar diagrammet for kommuterande beror
pé att vi kan ta oss fran dvre vanstra hérnet till
det nedre hégra hérnet péa tva siatt med samma
resultat.

Det &r alltsa fritt fram att resonera bade inom
kvantiteterna, vilket kan férstas en upp- eller
nedskalning av kakor och lata kronorna félja med.
Att i stallet utga fran relationen mellan kakor och
kronor kallas ocksé ett funktionsresonemang.
Skalfaktorn mellan enheter beskriver propor-
tionalitetskonstanten i en linjar funktion som
utgar fran origo.

Undervisningen ska behandla sammanbindande
matematiska idéer som aterkommer inom olika
matematiska omraden. Vi behéver inte den hér
modellen fér att berdkna att fem kakor kostar

5 kakor -4 kronor (per kaka) = 20 kronor. Syftet
med modellen ar att visa att majoriteten av

alla uppgifter fran arskurs 2, nar multiplikation
infors, till &rskurs 9 féljer en struktur kan forstas
med den har modellen.

Vi kan ockséa notera att om vi hade vetat att

2 kakor kostar 8 kronor och undrat vad 5 kakor
kostar, sa hade vi modellerat med det kommu-
terade diagrammet nedan dar vi inte kdnner
till vad en kaka kostar.

Kakor Kronor
-4
2 8
5 5
2 2
5 ?
-4

Figur 27. Ett kommuterande diagram med
skalningsoperator i brakform fér resonemang
inom enheter.

Skalfaktorn inom enheterna kakor respektive
kronor utgors av brékoperatorn %. Resonemanget
om proportionell skalning mellan enheter utgoérs
av heltalsoperatorn 4.

Eleverna ska i &rskurs 4-6 behérska skalning
med heltalsoperatorer. | arskurs 7-9 ska de
aven behirska skalning med operatorer kon-
struerade av reella tal i brakform. Det ar darfor
viktigt att eleverna redan i arskurs 4-6 presen-
teras for operatorer som inte ar hela tal.

Undervisningen ska lagga sirskild vikt pa att
procent ar ett proportionellt multiplikativt
samband dar vi relaterar till helheten 100. De
bé&da presenterade modellerna tilde~tabell
och kommutativt diagram kan anvandas for
alla situationer som beskriver en procentuell
forandring.

Undervisningen i arskurs 4—6 ska introducera
enkla proportionella resonemang om samman-
satta enheter. En sammansatt enhet [eng. rate]
ar ett férhallande dar tva enheter som méter
olika kvantiteter kombineras till en ny enhet.
Hastighet, kilopris och densitet 4r exempel pa
férhallanden som bestar av relationer som sitts
samman av matt som mater olika kvantiteter.



Sammansatta enheter ar ur konceptuell synpunkt
sarskilt besviarliga eftersom den redan faststéllda
relationen mellan tva enheter gér det intrikat
att relatera den till en annan situation med
samma sammansatta enhet. Sammansatta
enheter behandlas djupare i arskurs 7-9,
foretradesvis med funktionsdefinitionen av
proportionella resonemang som utgangspunkt
for fordjupningen av begreppet sammansatta
enheter.

Arskurs 7-9

Jamforelser mellan additiva och
multiplikativa strukturer samt en
utvidgning av operatorbegreppet

| &rskurs 7-9 ska eleverna behirska jamférelser
mellan additiva och multiplikativa situationer.
Sarskilt fokus ska laggas pa att ge eleverna
mojligheter att identifiera och sarskilja additiva
situationer fran multiplikativa situationer.
Undervisningen ska explicitgéra det multiplika-
tiva férhallandet i proportionella situationer och
kontrastera det mot additiva situationer och
andra icke-proportionella situationer. Eleverna
ska kunna analysera vilken matematisk idé

som den givna situationen vilar pa oavsett om
de har sett ett liknande problem tidigare eller
inte. Undervisningen ska utdka rackvidden for
de generella modeller for att matematisera
multiplikativa situationer som har presenterats
i arskurs 4-6.

Undervisningen om multiplikativa heltalso-
peratorer for skalning och dess invers utvidgas
till att omfatta skalningsoperatorer i brakform
generellt konstruerade av reella tal eller uttryck.
Anvandningen av skalningsoperatorer bade
inom och mellan matenheter ska anvindas
och diskuteras med eleverna. Undervisningen
ska explicitgdra att samma lésningsmodeller
kan anvandas for problem som delar samma
multiplikativa struktur. Synliggérandet av att
samma lésningsmodeller ar tillampliga péa alla
multiplikativa saknat-varde problem som vilar
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pé en multiplikativ struktur problem kraver en
konsekvent symbolisk representation. Under-
visningen ska visa tydliga kopplingar mellan
proportioner definierade som likheter mellan
(o4

tva forhallanden, 2=

i och brakrepresentationen.

Identifikation av den multiplikativa
relationen i sammansatta férhallanden
Undervisningen ska behandla linjaritet i samman-
satta férhallanden. | arskurs 4-6 har eleverna
arbetat med enkla proportionella resonemang
om sammansatta enheter. | arskurs 7-9 ska
undervisningen ge eleverna maéjlighet att for-
djupa begreppet. Ett forhallande [eng. ratio]

ar ett uttryck av en multiplikativ jamforelse
mellan tva kvantiteter. Exempel pa berémda
forhallanden &r till exempel relationen mellan
omkretsen och diametern for cirklar, som for
alla cirklar i planet ar lika med talet pi (7). Rela-
tionerna mellan sidorna i ratvinkliga trianglar
beskrivs med férhallandena sinus, cosinus

och tangens, som beskriver relationerna for
varje given vinkel. Det gyllene snittet beskriver
forhallandet mellan sidor i en rektangel for att
den enligt myten ska se sa estetisk som méjligt
i betraktarens égon.

Nar man bestammer sig for att definiera for-
héllande s hir, s& har man inte angivit hur
forhallandet ska uttryckas. | exemplen ovan ar
den vanligaste representationen en kvot. Det ar
kvoten O/d som betecknas med . Det ar darfor
forhallandet 1t kan uttryckas som ett tal. Det &r
férhallandena mellan par av motstaende sida,
narliggande sida och hypotenusan som beskrivs
med de olika kvoterna tangens, sinus eller cosi-
nus. Det gyllene snittet, kan beskrivas som for-
hallandet mellan sidorna pa en viss rektangel
eller genom likheten (a+b)/a=a/b. Det som

vi ovan benamner som kvoter kan lika garna
bendmnas brék eftersom de representeras med
hjalp taljare, brakstreck och namnare. Generella
rakneregler for brak galler alltsa. En kvot tanker
man vanligen pa som en outrdknad division, men
rent matematiskt gar det inte att skilja ett
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brakuttryck fran en kvot. Alla brak &r forhallanden
och brak 4r den vanligaste representationen for
att uttrycka férhéallanden.

Det som pé engelska kallas rate &r ett mer
komplicerat begrepp. En rate uppkommer nar

vi identifierar att i en viss situation galler alltid
ett givet forhallande. Typexemplet dr medel-
hastighet. Att ndgot rér sig med en viss medel-
hastighet, v, sdger ingenting om hur lang resan
var eller om hur lang tid den tog, men det siger
att for varje tankbar resa med medelhastigheten v
sa kan kvoten mellan den fardade strackan och
tiden det tog att fardas den beskrivas med v.

Att hastighet uppfor sig pa det hiar sattet beror
péa att vi har valt att mita hastighet med en
sammansatt enhet, det vill siga en enhet som

ar konstruerad som ett férhallande mellan tva
andra enheter. Det ar bara for fenomen som vi
valjer att mata med hjilp av en kvot av andra
enheter som en rate kan uppkomma. Det &r alltsa
viktigt att notera att det inte sjdlva fenomenet
man maéter som dr sammansatt av andra fenomen.
Rorelse ar alltsé inte i sig sammansatt av stracka
och tid, vi bara valjer att kvantifiera rorelse

med hjalp av enheter for striacka och tid. Vilka
fenomen som méats med sammansatta enheter
ar helt och héllet en fraga om hur vi manniskor
viljer att konstruera vara matsystem. Det finns
alltsé ingenting i sig som gér fenomenet rorelse
annorlunda &n fenomenet stracka. Med det
faktum att rérelse vanligen kvantifieras med
hjalp av en sammansatt enhet skapar kompli-
kationer ndr man ska rakna med rérelse som
inte uppkommer nar man raknar med strackor.
Exakt samma svarigheter uppkommer fér andra
fenomen som vi mater med sammansatta enheter,
som till exempel densitet eller kilopris. Extra
besvarligt blir det med fenomen som méts med
sammansatta enheter som har fatt egna namn,
som till exempel hastighet.

Undervisningen ska behandla komplexiteten
i sammansatta enheter. For att illustrera hur

sammansatta enheter fungerar kan exemplet
hastighet anvandas. Nar vi sager att hastigheten
ar 12 km/h sa ar det ju inte uppenbart hur talet
12 (km/h) skiljer sig fran talet 12 (m). Men det

ar stor skillnad eftersom 12 meter plus 6 meter
ar 18 meter i absoluta matt, men 12 km/h plus

6 km/h har en oklar betydelse. Om du ror dig i
12 km/h och 8kar hastigheten med 6 km/h sa
fungerar det matematiskt att addera hastig-
heterna. Men om du foérst fardas en stracka med
12 km/h och sedan en stricka med 6 km/h s&
gar det inte att addera hastigheterna och fa ut
nagon relevant information. Aven medelvirden
av sammansatta enheter ar intrikata. Om du
springer 12 km varannan dag och 6 km varannan
dag springer du i genomsnitt (12+6)/2=9 km per
dag. Men om du varannan dag springer en viss
striacka i 12 km/h och varannan dag gar samma
stracka i 6 km/h kan du inte anvinda samma
medelvardesberikning for att ta reda pa din
medelhastighet. Medelhastigheten blir istallet
8 km/h.

Att identifiera vad som kan vara kruxet med att
berdkna medelhastigheten i en situationen dar
du forst springer 10 km i 12 km/h och dagen
efter gar 10 km i 6 km/h kraver en djupare for-
staelse av begreppen hastighet, tid och stracka,
och deras relationer. Stracka ar en bilinjar funk-
tion av tid och hastighet, s(v, t) = vt. Avstandet ar
alltsa proportionellt mot bade tid och hastighet.
| situationer dar antingen tid eller hastighet halls
konstant kan man darfér férlita sig pa linjaritet.
Men begreppet hastighet ar mer komplicerat
eftersom det ar en funktion av en stracka i
forhallande till den fasta tidsenheten en timme.
Hastigheten &ar alltsd omvant proportionell mot
tiden, nar avstandet halls konstant. Detta ger
att, i en situation dir avstandet ar konstant,

ar linjaritet inte langre tillamplig. Dennaidé ar
alltsd mer komplicerad &n direkta proportioner.
Just darfor kan genomsnittshastigheter skapa
ett epistemologiskt hinder for elever som har
befist sina lésningsstrategier med utgangspunkt



i linjaritet. Ett vanligt felresonemang ar att
eleverna anvander en aritmetiskt-medelvarde-
strategi, (12 km/h + 6 km/h)/2 = 9 km/h. Den
sammansatta enheten kraver dock att eleverna
reder ut den totala striackan och dividerar den
med den totala tiden som anvands for att for-
flytta sig denna stracka. Total stracka ar enkelt,
10 km + 10 km = 20 km. Tiden ar varre. Spring-
dagens tid ar 10 km/12 km/h och ga-dagens
tid ar 10 km/ 6 km/h. Den totala tiden ar
10/12+10/6=30/12 h=5/2 h. Nu kan vi berdkna
medelhastigheten till 20/(5/2) = 8 km/h.

Resonemanget ovan belyser att det inte ar mojligt
att berdkna ett genomsnitt av tva genomsnitts-
hastigheter, om inte de refererar till samma
tidsintervaller. Precis den inneboende samman-
satta relationen mellan enheterna ar grunden
for begreppet sammansatt enhet, som kilopris,
densitet och hastighet. Sammansatta enheter
representeras med férdel som linjara proportio-
nella funktioner dar tiljarens enhet beskrivs av

y-axeln och ndmnaren enhet beskrivs pa x-axeln.

Aven d& undervisningen ska behandla komplexi-
teten i sammansatta férhallanden kan man inte
férvanta sig att alla elever kommer kunna utféra
korrekta resonemang i slutet av arskurs 9 pa
grund av begreppets komplexitet.

Algebraisk utvidgning av symboliska
representationer och generella modeller
Undervisningen ska behandla att a, b, c och d
kan vara vilka uttryck som helst. Detta for att
undvika en missuppfattning om att generella
rakneregler for brak bara skulle gilla hela tal.

Sarskilt fokus ska precis som i arskurs 4-6 liggas
péa att sirskilja olika konceptualiseringar av
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brakbegreppet. | arskurs 4-6 har undervisningen
behandlat brak som del:del férhallanden och
operatorer med féretriadesvis hela tal. | arskurs
7-9 ska konstruktionen av operatorer i brakform
utvidgas till att omfatta alla reella tal och uttryck.

Via undervisningen ska eleverna bli fértrogna
med generella rakneregler fér brak och kunna
tillampa dem pa alla sorters kvotkonstruktioner.

Rikneregler for férhallanden skrivna pa brakform:

1. Ett tal n kan skrivas i brakform som n/1.

2. a/b=c/dom och endastom ad = bc; b
och d &r skilda fran noll

3. a/b-c/d=ac/bd; b och d ar skilda fran noll

4. Ett tal a/b har en multiplikativ invers som
ges av (a/b)" = b/a.

5. a/b+c/d=a/b-d/c=ad/bc; boch dar
skilda fran noll

Eleverna ska behérska att transformera (skala)
ett vilket godtyckligt uttryck som helst till ett
annat. Till exempel:

T
e
—
e L8

Eleverna ska behiarska det generella fallet for
skapandet av brak som operator i brakform.

b
a
—

a b

7 1 alb 3 P ,a.X" 05 cos(x) X2 +1
4 3 a 2 > o baX" 6.7 sin(x) 2x3 - 4x
ac_zac a_q a b_, a, c_ad+chb

b d bd a b a b d  bd

Figur 28. Exempel pa brékrepresentationer och riakneregler som giller fér dem.
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Undervisningen ska behandla generella modeller
som sammanbinder matematiska idéer som
adterkommer inom olika matematiska omraden.
| &rskurs 4-6 introducerades eleverna till
tilde~tabeller och kommuterande diagram med
hela tal och deras inverser (rationella tal) som
skalningsoperatorer. | arskurs 7-9 ska eleverna
beharska att modellera en godtycklig propor-
tionell situation fran alla matematiska omréden
som har behandlats under arskurs 1-9 med ett
kommutativt diagram.

ol o

olwm
olwm

.a
b

Figur 29. Ett generellt kommuterande diagram
med skalningsoperator i brakform for
resonemang inom och mellan enheter.
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Kursplanens utformning

| enlighet med vara tidigare diskussioner menar
vi att kursplanen i matematik kan inledas med
en relativt kort beskrivning av amnet och 6ver-
gripande mal, ungefiar som idag. Vi menar dock
att det ocksé bér finnas korta stadierelaterade
texter som beskriver det nagot olika 6vergripande
fokus for undervisningen som vi féreslar for
forskoleklass och de olika stadierna. Vi har
dock inte utvecklat sddan kursplanetext. Nedan
presenterar vi alltsd bara exempeltext fér vissa
delar av det centrala innehéallet som vi har beskrivit
i forslaget till kommmentarmaterial i Del Il. Vi
foreslar att rubrikerna i kursplanen anger rubriker
pa en finare niva 4n i dagens kursplan, och att
det centrala innehéllet differentieras med det tva
uttrycken Undervisningen ska behandla... och
Eleverna ska behidrska. Med denna teknik tanker
vi oss att vinna tva saker. Dels att det tydligare
kan skrivas fram vilka kunskaper systemet
faktiskt slar fast att eleverna ska nd. Men ocksé
att man med hjalp av att skiva fram vad under-
visningen ska behandla tydligare kan styra
undervisningens inriktning, mot tex att anvianda
vissa representationer och behandla vissa satt
att resonera. Det gar alltsé pa sa sitt att skriva
in mer avancerat innehall, utan att det samtidigt
stills allt for stora krav pa vad eleverna ska lira
sig. Genom att avancerat innehall introduceras
tidigare far elever helt enkelt mer tid pa sig att
vinja sig vid detta innehall.

Vi tanker oss att for vart och ett av de fyra sta-
dierna forskoleklass, 1-3, 4—6 och 7-9 skapas
en rubrikstruktur for det centrala innehéllet
som motsvarar det vi har tagit fram f6r kom-
mentarmaterialet. Man kan i praktiken tanka sig
vissa variationer i rubriknivderna mellan stadier.
Exempelvis kanske man inte ndmner notationen
f(x) i férskoleklassens centrala innehall. Men
huvudsakligen kan man reglera innehallet genom
att férskjuta mangd innehéall mellan det som ska
behédrskas och det som ska behandlas.

Foérskoleklass/Arskurs 1-3/ Arskurs 4-6/
Arskurs 7-9

Aritmetik och algebra
Tal
Beharska
Behandla...

Additiva strukturer
Beharska
Behandla...

Multiplikativa strukturer
Beharska
Behandla...

Uttryck, likheter och ekvationer
Beharska
Behandla...

Funktioner, samband och algebra
Variabler och hur situationer kan
representeras med aritmetiska uttryck
och ekvationer

Beharska

Behandla
Representationer av samvariation och
koordinatsystem

Beharska

Behandla
Funktionsnotationen f(x) och hur den kan
representeras i koordinatsystem

Beharska

Behandla

Proportionella samband och resonemang
Beharska
Behandla
Geometri och matning
Delomraden
Sannolikhet och Statistik
Delomraden



Nagra exempel pa méjliga
formuleringar

Skrivningar om multiplikativa strukturer fér ars-
kurs 1-3 skulle kunna formuleras enligt nedan.
Observera att det ar en avsevard skadrpning
relativt vad som star i dagens kursplan, men att
det mesta ar formulerat i termer av vad under-
visningen ska behandla. Avsikten med detta ar
att styra undervisningen mot sitt att hantera
multiplikativa strukturer som stammer med
forskningen p& omradet.

Multiplikativa strukturer (1-3)
Undervisningen ska tydligt och dterkommande
behandla innebdrden av multiplikation och
division samt hur operationerna hanger ihop
med hjalp av situationer och schematiska bild-
repesentationer. Eleverna ska beharska att kinna
igen multiplikativa situationer och kunna repre-
sentera dem med schematiska bilder och arit-
metiska uttryck for multiplikation och division.

Undervisningen ska behandla faktorisering och
primtal. Eleverna ska beharska att faktorisera
tal upp till 100.

Undervisningen ska tydligt och &terkommande
behandla relationer inom multiplikations-
tabellerna 1-10 samt hur dessa kan anvandas
for att berakna multiplikationer. Eleverna ska
beharska multiplikationstabellerna upp till 10

i praktiska sammanhang, till exempel kunna
anvdnda sambandet 7-8=56 for att konstatera
att 56/8="7.

Undervisningen ska behandla den distributiva
lagen i form av ikoniska rektangelmodeller och
hur den distributiva lagen kan anvandas vid
multiplikationsberakningar.

Undervisningen ska tydligt definiera den multipli-
kativa relationen i brakkonstruktioner och ratio-
nella uttryck samt hur brékrepresentationer kan
anvandas som operator vid skalning och for att
ange forhéallanden.
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| samband med undervisningen om férhéllanden
ska sarskilt fokus ladggas pa att introducera

och sirskilja olika konceptualiseringar av brak-
begreppet: brak i betydelsen del av helhet, del
av antal och tal pa tallinjen, brak som matt, det
vill sdga som del av en enhet och relationen till
multiplikation, samt brék som operator.

Inom omradet Proportionella resonemang for
4-6 kan skrivningen se ut enligt féljande:

Proportionella samband och
resonemang (4-6)

Undervisningen ska behandla jamforelser mellan
additiva och multiplikativa situationer. Sarskilt
fokus ska laggas pa att ge eleverna méjligheter
att identifiera och sarskilja additiva situationer
fran multiplikativa situationer. Eleverna ska
beharska hur olika multiplikativa och additiva
situationer beskrivs med matematiska uttryck.

Undervisningen ska behandla att samma
losningsmodeller kan anvandas for problem
som delar samma multiplikativa struktur, oavsett
om problemen ar aritmetiska, geometriska
eller kommer fran nagot annat omrade. Under-
visningen i arskurs 4-6 ska introducera enkla
proportionella resonemang om sammansatta
enheter, dar tva enheter som mater olika kvan-
titeter kombineras till en ny enhet. Hastighet,
kilopris och densitet 4r exempel pa férhallanden
som bestar av relationer som sitts samman av
maétt som mater olika kvantiteter.

Undervisningen ska behandla proportioner
definierade som likheter mellan tva férhallanden,
ab=cd och att samma multiplikativ relation kan
uttryckas som a/c=d/b. Eleverna ska behirska
resonemang om proportionella samband av
typen ab=cd och skalningsoperatorer i form

av naturliga tal och deras rationella inverser.

Undervisningen ska lagga sarskild vikt vid att
procent ar ett proportionellt multiplikativt
samband som relaterar till helheten 100.
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For att illustrera progressionen mellan 4-6 och
7-9 beskriver vi ocksad motsvarande text for 7-9

Proportionella samband och resonemang
(7-9)

Eleverna ska behirska att sarskilja additiva
situationer fran multiplikativa situationer.
Eleverna ska behirska skalning av multiplikativa
situationer med reella operatorer inom och
mellan enheter for proportioner definierade
som likheter mellan tva férhallanden, ab=cd.

Eleverna ska behirska hur rakneregler for brak
kan anvandas for att hantera proportionella
samband, samt att motsvarande metoder
fungerar for alla kvotuttryck

Undervisningen ska behandla proportioner
definierade som funktioner.

Undervisningen ska behandla linjaritet i
sammansatta forhallanden.
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